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V diplomskem delu obravnavamo osnove tropske geometrije. Uvedemo pojem trop-
skega polkolobarja in spoznamo, kako nad tem polkolobarjem tvorimo polinome,
kako je denirana ni£la tropskega polinoma in kak²ne so tropske krivulje, ki jih ta
denicija porodi. Za tropske polinome ene spremenljivke dokaºemo osnovni izrek
tropske algebre. Ogledamo si nekaj lastnosti tropskih krivulj in spoznamo, kaj do-
lo£a njihova ogli²£a, kaj dolo£a njihove robove in kaj so njihove dualne subdivizije.
Omenimo tudi njihovo povezavo z uravnoteºenimi gra in pokaºemo, da lahko za
dolo£en primer tropskih krivulj Bézoutov izrek enostavno prenesemo tudi na tropske
krivulje in ga zanje tudi dokaºemo. Na koncu si ogledamo ²e amebe kompleksnih
krivulj in kako povezujejo kompleksne krivulje s tropskimi. Omenimo tudi osnovni
izrek tropske algebrai£ne geometrije in ga naveºemo na pridobljeno znanje.
Tropical Geometry
Abstract
In this thesis, we examine the basic concepts of tropical geometry. We dene the
tropical semiring, form polynomials over this semiring, dene roots of tropical po-
lynomials and examine tropical curves that this denition gives rise to. We prove
the fundamental theorem of tropical algebra for the tropical polynomials of one va-
riable. Furthermore, we take a look at some of the properties of tropical curves.
We dene their edges, their vertices and their dual subdivisions. We mention their
connection with balanced graphs and prove Bézout theorem for a particular case of
tropical curves. In the end of the thesis, we examine amoebas of complex curves
and how they connect complex curves with tropical ones. We mention the funda-
mental theorem of tropical algebraic geometry and relate it to the newly acquired
knowledge.
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1. Uvod
Tropska matematika je razmeroma novo podro£je v matematiki. Pridevnik trop-
ska so za£eli raziskovalci na tem podro£ju uporabljati v spomin na brazilskega
matematika Imra Simona, ki je eden od za£etnikov tega podro£ja. Pridevnik se
nana²a na drºavo, v kateri je Imre Simon delal (Brazilijo), in nima vsebinske pove-
zave s podro£jem. V£asih so to algebro imenovali kar max-plus ali min-plus algebra,
odvisno od denicije osnovnih operacij, ki so jih privzeli. Kot povesta ºe ti imeni,
govorimo o algebri, kjer za osnovni operaciji vzamemo maksimum (oz. minimum) in
vsoto. V na²em diplomskem delu bomo uporabljali maksimum. Slike v diplomskem
delu so narejene s programoma Mathematica [19] in GeoGebra [18]. Diplomsko delo
je razdeljeno na tri dele.
V prvem delu si bomo ogledali tropsko algebro. Najprej bomo denirali trop-
sko se²tevanje in tropsko mnoºenje ter dokazali, da z mnoºico realnih ²tevil R in
elementom −∞ tvorijo polkolobar. Nad tem polkolobarjem lahko tvorimo tropske
polinome, zaradi posebnosti tropskih operacij pa bomo morali na novo denirati, kaj
so ni£le tropskih polinomov in kaj je stopnja ni£le v tropskemu polinomu. Ko bomo
poznali ni£le tropskih polinomov in njihove stopnje, bomo lahko dokazali osnovni
izrek tropske algebre za tropske polinome ene spremenljivke. Nadaljevali bomo s
tropskimi polinomi dveh spremenljivk in njihovimi tropskimi krivuljami. Naprej si
bomo ogledali tropske premice, ki jih dolo£a tropski polinom dveh spremenljivk prve
stopnje, nato pa ²e tropske krivulje vi²jih stopenj. Tam bomo dokazali, da je unija
dveh tropskih krivulj tudi tropska krivulja.
V drugem delu bomo spoznali ogli²£a in robove tropskih krivulj ter kaj jih ka-
rakterizira. Ugotovili bomo, da so povezani z dualno subdivizijo tropske krivulje in
dokazali nekaj trditev v povezavi z dualno subdivizijo tropske krivulje. S pridoblje-
nim znanjem bomo ugotovili, da lahko tropske krivulje gledamo tudi kot posebno
vrsto uteºenih grafov in kot zanimivost navedli izrek, ki nam pove, da so tropske
krivulje v R2 natanko ti uteºeni gra. Na koncu drugega dela se bomo lotili prese£i²£
tropskih krivulj. Za poseben primer tropskih krivulj bomo navedli Bézoutov izrek
za tropske krivulje in ga tudi dokazali. Ta izrek bomo nato nekoliko posplo²ili in
ugotovili, da lahko z njegovo pomo£jo deniramo samoprese£i²£a tropske krivulje.
V tretjem delu si bomo ogledali povezavo med kompleksnimi in tropskimi kri-
vuljami. Denirali bomo preslikavo, ki bo preko absolutne vrednosti in logaritma
kompleksne krivulje iz kompleksne ravnine slikala v amebe v realni ravnini. Ugo-
tovili bomo, da iz ameb dobimo tropske krivulje, £e bazo logaritma po²ljemo proti
ni£. Za bolj splo²no povezavo bomo denirali komutativen obseg Puiseuxovih vrst
in ugotovili, da se bo slikanje preko absolutne vrednosti, logaritma in limitiranja
poenostavilo v funkcijo, ki ji pravimo vrednotenje. Na koncu bomo navedli osnovni
izrek tropske algebrai£ne geometrije, ki povezuje tropske krivulje z obi£ajnimi, in
dokazali povezavo v eno smer.
2. Tropska algebra
V tem razdelku si bomo ogledali osnovne lastnosti tropske algebre, tropskih po-
linomov in tropskih krivulj. V prvem podrazdelku bomo uvedli tropski operaciji in
spoznali pojem polkolobarja. Nato bomo dokazali, da mnoºica realnih ²tevil R, nev-
tralni element za tropsko se²tevanje −∞ in ti dve operaciji tvorijo polkolobar, ki ga
ozna£imo s T. V drugem podrazdelku bomo spoznali tropske polinome, si ogledali
njihove grafe v R2 in denirali njihove ni£le ter stopnjo ni£le. Dokazali bomo osnovni
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izrek tropske algebre za tropske polinome ene spremenljivke. V tretjem podrazdelku
bomo najprej spoznali pojem algebrai£ne krivulje in si nato ogledali tropski polinom
dveh spremenljivk stopnje ena, ki dolo£a tropsko premico. V £etrtem podrazdelku
si bomo ogledali ²e tropske polinome dveh spremenljivk vi²jih stopenj, ki dolo£ajo
tropske krivulje vi²jih stopenj. Obravnavali bomo nekaj primerov tropskih stoºnic
in dokazali, da je unija dveh tropskih krivulj tudi tropska krivulja. V tem razdelku
bomo sledili predvsem [3, str. 26] in [9, 1. poglavje], pomagali pa si bomo tudi z
[4, str. 26] in [8, str. 13]. Dokaz osnovnega izreka tropske algebre sledi po [17,
str. 1923] in [11, str. 4].
2.1. Tropski polkolobar. Na mnoºici realnih ²tevil R deniramo operaciji⊕ (trop-
sko se²tevanje) in ⊗ (tropsko mnoºenje) na naslednji na£in
x⊕ y = max(x, y),
x⊗ y = x+ y.
Realnim ²tevilom dodamo ²e element, ki ga ozna£imo z −∞, in mnoºico ozna£imo
s T. Dodani element −∞ bo nevtralni element za operacijo ⊕ (tropsko se²tevanje).
Tropski operaciji raz²irimo tako, da za vsak x iz T veljata zvezi
x⊕−∞ = −∞⊕ x = max(x,−∞) = x,
x⊗−∞ = −∞⊗ x = −∞.
Operaciji ⊕ in ⊗ sta komutativni, ker sta komutativni operaciji maksimum in se-
²tevanje in zato za vsak x in y iz T veljata enakosti
x⊕ y = max(x, y) = max(y, x) = y ⊕ x,
x⊗ y = x+ y = y + x = y ⊗ x.
Nevtralni element za tropsko se²tevanje je po deniciji −∞, nevtralni element za
tropsko mnoºenje pa je 0, saj je to nevtralni element za obi£ajno se²tevanje. Ope-
raciji sta asociativni, saj za vse x, y in z iz T veljajo enakosti
x⊕ (y ⊕ z) = max(x,max(y, z)) = max(x, y, z) = max(max(x, y), z) = (x⊕ y)⊕ z,
x⊗ (y ⊗ z) = x+ y + z = (x⊗ y)⊗ z.
Operaciji povezuje distributivnost in za vse x, y in z iz T velja
x⊗ (y ⊕ z) = x+max(y, z) = max(x+ y, x+ z) = (x⊗ y)⊕ (x⊗ z).
Ker je tropsko mnoºenje denirano kot obi£ajno se²tevanje, imajo vsa ²tevila iz R
inverzne elemente, element −∞ pa inverza za tropsko mnoºenje ºe po deniciji nima,
saj za vsak x iz T velja
−∞⊗ x = −∞ ≠ 0.
Prav tako ne obstajajo inverzni (nasprotni) elementi za tropsko se²tevanje, saj za
ksen x razli£en od −∞ in vsak y iz T velja
x⊕ y = max(x, y) ≥ x ̸= −∞.
Denicija 2.1. Polkolobar je algebrska struktura, ki zado²£a vsem zahtevam za
kolobar razen zahtevi za obstoj inverznega (nasprotnega) elementa za se²tevanje.
Mnoºica T = R∪ {−∞} skupaj z operacijama ⊕ in ⊗ tvori strukturo, ki zado²£a
zahtevam iz denicije in jo zato imenujemo tropski polkolobar.
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Opazimo lahko, da je tropsko se²tevanje idempotentno. Tudi iz tega bi lahko
sklepali, da inverzni element za tropsko se²tevanje ne obstaja, saj za vsak x iz T
velja
x⊕ x = max(x, x) = x.
V prihodnje bomo s potenco ⊗n, kjer je n nenegativno celo ²tevilo, na elementu x
ozna£ili tropski produkt, sestavljen iz n £lenov enakih x
x⊗n = x⊗ x⊗ · · · ⊗ x.
V literaturi sta v£asih namesto operacij ⊕ in ⊗ napisani kar se²tevanje ali mnoºenje
z narekovaji, torej “x+ y” oziroma “xy”. Oznako pri mnoºenju x⊗ y lahko (kot pri
obi£ajnem mnoºenju) po dogovoru izpustimo. Pri takem pisanju moramo paziti, da
tropskega mnoºenja ne zamenjamo z obi£ajnim. Oglejmo si nekaj glavnih razlik, na
katere moramo biti pazljivi. Ker za vse x iz R velja
1⊗ x = 1 + x,
²tevilo 1 ni nevtralni element za tropsko mnoºenje. Prav tako za vse x, ki so manj²i
od 0, velja
x⊕ 0 = max(x, 0),
zato ²tevilo 0 ni nevtralni element za tropsko se²tevanje. Za vse x, ki so razli£ni od
0, je tropski produkt z 0 razli£en od 0, saj velja
0⊗ x = 0 + x = x.
Potence tropskega mnoºenja v obi£ajnih operacijah predstavljajo koecient pred
£lenom
x⊗n = x⊗ x⊗ · · · ⊗ x = x+ x+ · · ·+ x = nx.
V tropskem polkolobarju veljajo t. i. bru£eve sanje, saj velja
(x⊕ y)⊗n = nmax(x, y) = max(nx, ny) = x⊗n ⊕ y⊗n.
V prihodnje bomo pri tropskih ena£bah oznako za mnoºenje med elementi izpustili,
da bodo ena£be bolj berljive (primer 2.2). e vedno jo bomo pisali v potencah, med
elementi pa le tam, kjer bomo to operacijo ºeleli poudariti.
Primer 2.2.
(−5)x⊗3⊕(−1)x⊗2⊕x⊕0 = (−5)⊗x⊗3⊕(−1)⊗x⊗2⊕x⊕0 = max(3x−5, 2x−1, x, 0)
♦
2.2. Polinomi ene spremenljivke. Spoznali smo tropske operacije in njihove la-
stnosti. Zdaj si bomo ogledali tropske polinome ene spremenljivke.
Podobno kot pri obi£ajnih polinomih lahko tudi tropske polinome zapi²emo kot
tropsko vsoto monomov, kjer so koecienti ai iz T. Monomi so pri polinomih ene
spremenljivke oblike aix⊗i. Njihova stopnja je potenca x, ki nastopa v monomu. Pri
polinomih dveh spremenljivk bodo monomi oblike ai,jx⊗iy⊗j, njihova stopnja pa bo





ai ⊗ x⊗i = a0 ⊕ a1x⊕ a2x⊗2 ⊕ · · · ⊕ adx⊗d
Denicija 2.3. Stopnja tropskega polinoma je najve£ja stopnja njegovih £lenov
(monomov) z realnimi koecienti.
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Zapisali smo tropski polinom ene spremenljivke stopnje d. Z velikim ⊕ smo ozna-
£ili tropsko vsoto d + 1 £lenov od prostega £lena do £lena s spremenljivko x na
tropsko potenco d. V obi£ajnih operacijah lahko zgornji zapis prepi²emo v
P (x) = max(a0, x+ a1, 2x+ a2, . . . , dx+ ad) = max
d
i=0(ai + ix).
Za vsako stopnjo nastopa v tropskem polinomu le en £len, saj bi v primeru, da
bi bila v polinomu dva £lena iste stopnje, bil £len z ve£jim koecientom ai ve£ji
od drugega za vse x in bi bil zato drugi £len nepotreben. e pa bi se neki £len
ponovil dvakrat, bi enega od njiju zaradi idempotentnosti mnoºenja lahko izbrisali.
Graf tropske polinomske funkcije je v ravnini R2 sestavljen iz odsekoma linearnih
delov. Nari²emo ga lahko tako, da nari²emo vse premice znotraj maksimuma in
nato ozna£imo maksimum v vsakem x. Graf je konveksen, saj vodilni koecienti
premic nosilk linearnih odsekov nara²£ajo. Te premice nosilke imajo celo²tevilske
vodilne koeciente. Koecienti tropskega polinoma ai so elementi T. e je prosti
£len a0 razli£en od −∞, potem lahko po deniciji elementa −∞ ostale £lene z ai =
−∞ izbri²emo iz maksimuma. Predpostavimo, da je vodilni koecient tropskega
polinoma ad ̸= −∞, saj sicer polinom ne bi ve£ bil stopnje d.
Pri obravnavi polinomov nas zanima, kako bi denirali ni£le tropskega polinoma.
Podobno kot pri obi£ajnih polinomih bi se lahko tudi tu vpra²ali, za katere x je
polinom P (x) enak nevtralnemu elementu za tropsko se²tevanje −∞. Takoj opa-
zimo, da taka denicija ni£le ne bo primerna, saj je vrednost tropskega polinoma v
primeru, da je prosti £len a0 realno ²tevilo, za vse x ve£ja ali enaka prostemu £lenu
a0. e si ogledamo graf polinomske funkcije, potem se nam intuitivno zdi, da bi
morale ni£le polinoma biti v to£kah, kjer se graf polinomske funkcije prelomi, saj se
v splo²nem prelomi tolikokrat, kolikor je stopnja polinoma.
Denicija 2.4. Ni£le tropskega polinoma P so v tistih to£kah x ∈ T, kjer je maksi-
mum, ki denira P , doseºen v vsaj dveh £lenih razli£nih stopenj hkrati.
Za to£ke iz R so to tudi to£ke, kjer polinomska funkcija P ni odvedljiva oz. tiste
to£ke, kjer se graf P prelomi. e se prelomi manjkrat, potem kak £len maksimuma
nikoli ne doseºe sam. V tem primeru se bosta neki £len vi²je stopnje in neki £len niºje
stopnje sekala na grafu. Ta £lena pa imata ve£jo razliko med vodilnimi koecienti
premic nosilk, torej bo kot med njima v prese£i²£u ve£ji. Zato je za stopnjo ni£le
v prelomni to£ki smiselno vzeti maksimum absolutnih razlik vodilnih koecientov
premic nosilk linearnih odsekov, ki se tam sekajo.
Denicija 2.5. Stopnja ni£le tropskega polinoma ene spremenljivke P (x) v ni£li
x0 ̸= −∞ je enaka max |i − j| po vseh i in j, za katere velja P (x0) = ai + ix0 =
aj + jx0. Stopnja ni£le tropskega polinoma ene spremenljivke P (x) v ni£li x0 = −∞
je najmanj²i i, za katerega je ai ̸= −∞.
Za dolo£itev stopnje ni£le torej i²£emo maksimum absolutnih vrednosti razlik
potenc po vseh parih £lenov v polinomu, ki v ni£li x0 doseºejo maksimum. Izkaºe
se, da je to pravilna denicija ni£el tropskih polinomov in njihovih stopenj.
Primer 2.6. Na sliki 1 je z rde£o narisan graf polinoma P (x) = ax⊕ b = max(x+
a, b). Ni£la tega polinoma je v x0 = b− a. V tem x se graf prelomi in je maksimum
zavzet v obeh £lenih hkrati. e je prosti £len b enak −∞, enakost ²e vedno drºi in
ima polinom ni£lo v −∞, saj se v realni ravnini njegov graf nikoli ne prelomi. ♦
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Slika 1. Graf tropskega polinoma P (x) = max(x+ a, b).
Primer 2.7. Kje pa so ni£le polinoma druge stopnje
P (x) = ax⊗2 ⊕ bx⊕ c = max(2x+ a, x+ b, c)?
Maksimum je dvakrat zavzet v to£kah, kjer sta dva £lena iz maksimuma enaka in
hkrati ve£ja od tretjega £lena
2x+ a = x+ b ≥ c, 2x+ a = c ≥ x+ b, x+ b = c ≥ 2x+ a.
Dobimo to£ke in pogoje




, £e je x1 ≤ c− b,




Pogoje lahko prepi²emo v oblike




≤ c− b ⇔ 2b− a− c ≤ 0,
x2 = c− b ≤
c− a
2
⇔ 2b− a− c ≥ 0.
Izrazu 2b − a − c re£emo tropska diskriminanta. e je tropska diskriminanta ve£ja
od 0, potem ima tropski polinom druge stopnje ni£li v b− a in c− b (slika 2). e je




Tropske polinome lahko razcepimo. e ima polinom P (x) ni£lo v x0, potem velja
P (x) = (x⊕ x0)⊗Q(x),
kjer je Q(x) neki tropski polinom, ki je za eno stopnjo manj²i od polinoma P (x).
Zapisano v obi£ajnih operacijah smo maksimum razbili na vsoto dveh maksimumov
P (x) = max(x, x0) +Q(x).
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Slika 2. Graf tropskega polinoma druge stopnje s tropsko diskrimi-
nanto ve£jo od 0.
Slika 3. Graf tropskega polinoma druge stopnje s tropsko diskrimi-
nanto manj²o od 0.
Tropski polinom max(x, x0) zavzame maksimum v obeh £lenih hkrati samo v x =
x0, torej je to njegova edina ni£la. Vsoto polinomov max(x, x0) + Q(x) lahko po
distributivnosti zdruºimo v en maksimum. e i-ti £len ix+ bi polinoma Q zavzame
maksimum v to£ki x0, bosta v skupnem maksimumu vsota x + (ix + bi) in vsota
x0 + (ix + bi) hkrati zavzeli maksimum v x0. Zato ima vsota polinomov tudi ni£lo
v x0. Vse ostale ni£le tropskega polinoma P (x) bodo torej ni£le polinoma Q(x). V
dokazu osnovnega izreka tropske algebre 2.11 bomo za splo²en tropski polinom P
poiskali njegov razcep na faktorje, ki imajo vsak po eno ni£lo.
Primer 2.8. Primer razcepitve splo²nega polinoma stopnje 1 iz primera 2.6
P (x) = ax⊕ b = max(x+ a, b) = a⊗ (x⊕ (b− a)) = a+max(x, b− a).
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Izpostavili smo vodilni koecient polinoma. ♦
Primer 2.9. Primer razcepitve splo²nega polinoma stopnje 2 iz primera 2.7. e je
2b− a− c ve£je od 0, potem je
P (x) = ax⊗2 ⊕ bx⊕ c = a⊗ (x⊕ (b− a))⊗ (x⊕ (c− b)).
e pa je 2b− a− c manj²e od 0, potem je






















Primer 2.10. Primer razcepitve polinoma iz primera 2.2
P (x) = (−5)x⊗3 ⊕ (−1)x⊗2 ⊕ x⊕ 0 = (−5)⊗ (x⊕ 0)⊗ (x⊕ 1)⊗ (x⊕ 4).
Zapisano v obi£ajnih operacijah
max(3x− 5, 2x− 1, x, 0) = (−5) + max(x, 0) + max(x, 1) + max(x, 4). ♦
Izrek 2.11 (Osnovni izrek tropske algebre [11, str. 4]). Tropski polkolobar je al-
gebrai£no zaprt. Vsak tropski polinom ene spremenljivke stopnje d ima natanko d
ni£el, £e jih ²tejemo s tropskimi ve£kratnostmi.
Dokaz. Poi²£imo najprej ni£le in s tem tudi razcep tropskega polinoma stopnje d,
ki ima d razli£nih realnih ni£el. To pomeni, da se njegov graf d-krat prelomi. Ker
imajo premice nosilke linearnih delov grafa nara²£ajo£e koeciente, so to£ke, kjer se




ai ⊗ x⊗i = a0 ⊕ a1x⊕ a2x⊗2 ⊕ · · · ⊕ adx⊗d.
lena (i − 1) in i sta oblike ai−1x⊗(i−1) in aix⊗i. V obi£ajnih operacijah ju lahko
prepi²emo v (i− 1)x+ ai−1 in ix+ ai. Njuno prese£i²£e dobimo preko ena£b
(i− 1)x+ ai−1 = ix+ ai,
xi = ai−1 − ai.
Za na² za£etni polinom P (x) lahko torej zapi²emo razcep na vodilni faktor in d ni£el
ad ⊗ (x⊕ (ad−1 − ad))⊗ · · · ⊗ (x⊕ (a1 − a2))⊗ (x⊕ (a0 − a1)).
Za dovolj velike x bo P enak dx + ad in enako velja za zgornji razcep. Pokazali
smo ºe, da je edina ni£la polinoma (x⊕ (ai−1 − ai)) enaka x0 = ai−1 − ai ter da bo
imel polinom, ki ga dobimo, ko neki polinom tropsko zmnoºimo s (x⊕ (ai−1 − ai)),
to tropsko ni£lo. Zgornji razcep ima torej iste tropske ni£le kot polinom P . Ker
so vse ni£le prve stopnje, se graf zgornjega razcepa v vsaki ni£li prelomi, razlika
koecientov premic nosilk sosednjih linearnih delov pa je enaka 1. Polinom P in
zgornji razcep sta torej enaka za velike x, njuna grafa se prelomita v istih to£kah in
razlike koecientov premic nosilk linearnih delov, ki se v teh to£kah sekajo, so enake
1 pri obeh polinomih, zato polinoma dolo£ata isto polinomsko funkcijo.
Zdaj se lahko lotimo splo²nega primera. Vsak splo²ni tropski polinom lahko pre-
pi²emo v obliko
P (x) = a0 ⊕ ar1x⊗r1 ⊕ ar2x⊗r2 ⊕ · · · ⊕ arnx⊗rn ,
kjer je a0 lahko enak −∞, ostali ai so realna ²tevila, ri so urejeni po velikosti (r1 <
r2 < · · · < rn) in vsi £leni kdaj samostojno zavzamejo maksimum, razen konstante,
£e je ta enaka −∞. Ker v obi£ajnih operacijah dobimo maksimum linearnih funkcij
in smo predpostavili, da vsi £leni kdaj samostojno zavzamejo maksimum, se bodo
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na grafu sekali linearni deli, ki pripadajo zaporednim £lenom iz maksimuma  to so
£leni, ki so si sosednji, po ureditvi njihovih potenc po velikosti. Zaporedna £lena
ri−1 in ri sta oblike ari−1x
⊗ri−1 in arix
⊗ri . Prese£i²£e linearnih delov, ki ju ta £lena
dolo£ata, dobimo preko ena£b





Stopnja ni£le xi je po deniciji enaka (ri − ri−1), zato bo imel pripadajo£i faktor v
razcepu tolik²no potenco. Za r0 vzamemo kar 0. Na² polinom lahko razcepimo na
vodilni koecient in faktorje, od katerih vsak dolo£a po eno ni£lo in njeno stopnjo.







⊗ · · · ⊗
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e je a0 enak −∞, lahko zadnji £len poenostavimo, saj je x ⊕ −∞ = x za vsak x.







⊗ · · · ⊗
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Vsota potenc obeh razcepov je enaka (rn−rn−1)+(rn−1−rn−2)+· · ·+(r2−r1)+r1 =
rn, kar je tudi stopnja polinoma P , saj je to najvi²ja potenca monoma, ki v njem
nastopa. Za dovolj velike x velja, da je P (x) = rnx + arn in enako velja za zgornja
razcepa. Grafa polinomov se prelomita v istih to£kah in razlike koecientov premic
nosilk linearnih delov, ki se v teh to£kah sekajo, so enake. Zgornji razcep zato dolo£a
isto polinomsko funkcijo kot P . 
2.3. Premice. V tem podrazdelku bomo spoznali tropske premice. Najprej mo-
ramo denirati algebrai£ne krivulje in njihove stopnje, saj je premica algebrai£na
krivulja prve stopnje.
Denicija 2.12. Naj bo F komutativen in algebrai£no zaprt obseg. Z
A2 = {(a, b); a, b ∈ F}
ozna£imo ano ravnino. Naj bo p polinomska preslikava iz A2 v F (p ∈ F [x, y]).
Mnoºico
Cp = {(x, y) ∈ A2 | p(x, y) = 0}
imenujemo ana algebrai£na krivulja.
Algebrai£na krivulja je torej enostavneje povedano mnoºica ni£el nekega polinoma.
Obravnavali bomo ravninske algebrai£ne krivulje, ki jih dobimo kot mnoºice ni£el
polinomov dveh spremenljivk. Na enak na£in lahko deniramo tropske ravninske
krivulje.
Denicija 2.13. Tropska ravninska krivulja je mnoºica ni£el tropskega polinoma
dveh spremenljivk, ki jo dolo£a. To so to£ke, v katerih doseºe polinom maksimum
v vsaj dveh £lenih hkrati oz. se graf tropskega polinoma prelomi.
Kot smo ºe povedali, lo£imo algebrai£ne krivulje razli£nih stopenj, zato moramo
denirati, kaj dolo£a stopnjo krivulje.
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Denicija 2.14. Polinom p, ki dolo£a algebrai£no krivuljo Cp, lahko razcepimo na
nerazcepne polinome qi, i = 1, . . . , l, ki so med sabo tuji: p = qk11 q
k2
2 · · · q
kl
l , ki ≥ 1.
Za polinom p̃ = q1q2 · · · ql velja Cp̃ = Cp in p̃ imenujemo minimalni polinom za
krivuljo Cp. Stopnja krivulje Cp je stopnja njenega minimalnega polinoma.
Algebrai£nim krivuljam prve stopnje pravimo premice, krivuljam druge stopnje
stoºnice ali kvadrike in krivuljam tretje stopnje kubi£ne krivulje ali kubike. Obi£ajna
premica je torej mnoºica ni£el polinoma prve stopnje v x in y
Cp = {(x, y) ∈ A2 | ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ A}.
Kot smo videli v prej²njem podrazdelku, lahko tropske polinome v eni spremen-
ljivki do vrstnega reda enoli£no razcepimo na vodilni koecient in ni£le polinoma.
Tropskih polinomov v ve£ kot eni spremenljivki pa se ne da vedno enoli£no razcepiti
na nerazcepne polinome. Zato stopnjo tropske krivulje deniramo kar kot stopnjo
tropskega polinoma, ki jo dolo£a.
Denicija 2.15. Stopnja tropske krivulje je stopnja tropskega polinoma, ki jo do-
lo£a.
Tropska premica je potem mnoºica ni£el tropskega polinoma prve stopnje dveh
spremenljivk. e se zana²amo na denicijo ni£le, ki smo jo dolo£ili pri tropskih
polinomih prve stopnje, bomo tropsko premico najlaºje prepoznali, £e si nari²emo
graf tropskega polinoma prve stopnje dveh spremenljivk
P (x, y) = ax⊕ by ⊕ c = max(x+ a, y + b, c) a, b, c ∈ T.
Dobimo maksimume treh ravnin v R3. Enostaven primer lahko vidimo na sliki 4.
Slika 4. Graf polinoma P (x, y) = max(x, y, 0) (pogled od zgoraj).
Na²a funkcija ni odvedljiva v projekcijah treh poltrakov, kjer se te ravnine sekajo.
Te poltrake smo na sliki pobarvali z rde£o. V teh istih to£kah je maksimum doseºen
v vsaj dveh £lenih hkrati v tropskem polinomu, torej so to po deniciji ni£le na²ega
tropskega polinoma prve stopnje dveh spremenljivk. Mnoºica ni£el je krivulja, ki jo
polinom dolo£a. V tem primeru je to tropska premica.
Iskana tropska premica je torej sestavljena iz unije teh treh poltrakov, projiciranih
na ravnino. Pri konkretnem primeru lahko poltrake, ki sestavljajo tropsko premico,
tudi izra£unamo.
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Slika 5. Graf P (x, y) = max(0, x+ 2, y − 3) (prva in druga slika) in
tropska krivulja oz. premica, ki jo dolo£a P (tretja slika).
Primer 2.16. Na sliki 5 vidimo graf in krivuljo polinoma
P (x, y) = 0⊕ 2x⊕ (−3)y = max(y − 3, x+ 2, 0).
Poltraki tropske premice so dolo£eni tako, da sta tam dva £lena iz maksimuma enaka
in hkrati ve£ja od tretjega £lena.
x+ 2 = 0 ≥ y − 3, y − 3 = 0 ≥ x+ 2, x+ 2 = y − 3 ≥ 0,
{(−2, y) | y ≤ 3}, {(x, 3) | x ≤ −2} in {(x, x+ 5) | x ≥ −2} ♦
Ni£le so po deniciji tam, kjer je maksimum doseºen vsaj dvakrat. Iskane poltrake
dolo£imo tako, da i²£emo to£ke, kjer sta dva £lena enaka in hkrati ve£ja od tretjega
£lena (torej je maksimum zavzet v obeh hkrati). Vidimo lahko, da je v primeru, £e
so a, b in c realna ²tevila, tropska premica sestavljena iz treh poltrakov
y + b = c ≥ x+ a =⇒ {(x, c− b) | x ≤ c− a},
x+ a = c ≥ y + b =⇒ {(c− a, y) | y ≤ c− b},
x+ a = y + b ≥ c =⇒ {(x, x+ a− b) | x ≥ c− a}.
Dobimo vodoraven, navpi£en in diagonalen poltrak, ki se stikajo v to£ki (c−a, c−b).
To to£ko bomo kasneje imenovali ogli²£e, poltrake in ostale linearne dele tropskih
krivulj pa robovi tropske krivulje. e je natanko en od a, b ali c enak −∞, potem
dobimo le eno premico (vodoravno, navpi£no ali diagonalno). e pa jih je ve£ enakih
−∞, potem se graf nikoli ne prelomi in ne dobimo tropskih ni£el v R2. V kasnej²ih
delih diplomskega dela bomo te posebne primere v£asih izpustili.
2.4. Krivulje vi²jih stopenj. Krivulje vi²jih stopenj so po deniciji mnoºice ni£el
polinomov dveh spremenljivk vi²jih stopenj. Polinom lahko zapi²emo v splo²ni obliki




⊗iy⊗j = maxi,j(ai,j + ix+ jy),
kjer so koecienti ai,j iz T in jih je le kon£no mnogo razli£nih od −∞. e je koecient
ai,j enak −∞, potem ta £len nikoli sam ne doseºe maksimuma in dobimo v R2 enako
krivuljo, £e ga ne upo²tevamo. Zopet lahko nari²emo graf tega tropskega polinoma
v R3 in to£ke, kjer se graf prelomi, projiciramo na ravnino. Te to£ke so po deniciji
ni£le tropskega polinoma in sestavljajo tropsko krivuljo, ki jo dolo£a dani polinom.
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Oglejmo si primere treh razli£nih tropskih krivulj druge stopnje oziroma tropskih
stoºnic.
Primer 2.17.
P1(x, y) = 3⊕ 2x⊕ 2y⊕ 3xy⊕x⊗2⊕ y⊗2 = max(3, x+2, y+2, x+ y+3, 2x, 2y) ♦
Slika 6. Graf (levo) in tropska krivulja (desno), ki ju dolo£a tropski
polinom druge stopnje P1 iz primera 2.17.
Na sliki 6 je tropska stoºnica, ki je dolo£ena s tropskim polinomom P1 iz primera
2.17. Stopnjo krivulje v splo²nem iz slike prepoznamo tako, da pre²tejemo ²tevilo
poltrakov, ki se nadaljujejo v neskon£nost v vsako od smeri: navzdol, levo in diago-
nalno navzgor. Navpi£ni poltraki so projekcije prese£i²£ ravnin, ki pripadajo £lenom
samo s spremenljivko x in konstantnemu £lenu. Poltraki v levo so projekcije pre-
se£i²£ ravnin, ki pripadajo £lenom samo s spremenljivko y in konstantnemu £lenu.
Poltraki, ki se na sliki 6 nadaljujejo diagonalno navzgor, so projekcije prese£i²£ rav-
nin, ki pripadajo £lenu z x⊗2, £lenu z y⊗2 in me²anemu £lenu xy. Pri krivuljah vi²jih
stopenj so poltraki, ki se nadaljujejo diagonalno navzgor, projekcije prese£i²£ ravnin,
ki pripadajo me²anim £lenom najvi²jih stopenj in £lenom z eno samo spremenljivko
x ali y na najvi²jo stopnjo.
Kot smo povedali ºe v prej²njem poglavju, bomo nekatere posebne primere iz-
pustili. Omejili se bomo na krivulje, za katere so a0,0, ad,0 in a0,d razli£ni od −∞,
kjer so ai,j faktorji iz tropskega polinoma pred £lenom xiyj in d stopnja krivulje. To
pomeni, da bo graf krivulje gotovo delno vseboval ravnino, ki pripada konstantnemu
£lenu, in delno ravnini, ki pripadata £lenoma x in y na najvi²je potence. Posledica
tega je, da se bodo poltraki, ki se nadaljujejo v neskon£nost, vedno nadaljevali le
v smeri navzdol, levo ali diagonalno navzgor, saj bodo za to poskrbele te ravnine.
Vidimo, da bo tropska krivulja imela toliko poltrakov v vsako izmed teh treh smeri,
kolikor je njena stopnja, natanko tedaj, ko bodo vsi £leni samo s spremenljivko x, vsi




L1(x, y) = (0⊕ 2x⊕ (−3)y) = max(0, x+ 2, y − 3)
L2(x, y) = (0⊕ (−4)x⊕ 3y) = max(0, x− 4, y + 3)
P2(x, y) = L1(x, y)⊗ L2(x, y) = (0⊕ 2x⊕ (−3)y)⊗ (0⊕ (−4)x⊕ 3y)
= max(0, x+ 2, y − 3) + max(0, x− 4, y + 3) ♦
Slika 7. Graf (levo) in tropska krivulja (desno), ki ju dolo£a tropski
polinom druge stopnje P2 iz primera 2.18.
Posebnost stoºnice na sliki 7 je to, da gre za unijo dveh tropskih premic. Unijo
smo v na²em primeru tvorili tako, da smo polinoma, ki dolo£ata posamezni trop-
ski premici, med sabo tropsko zmnoºili in s tem dobili polinom, ki dolo£a unijo.
V obi£ajnih operacijah smo se²teli maksimuma, ki dolo£ata premici. Preko distri-
butivnosti bi lahko ta produkt zdruºili v en sam tropski polinom. Vzeti bi morali
maksimum vseh vsot parov £lenov, kjer je en £len iz prvega maksimuma in en iz
drugega.
Za obi£ajne algebrai£ne krivulje velja, da je unija dveh algebrai£nih krivulj tudi
algebrai£na krivulja. Polinom, ki jo dolo£a, dobimo tako, da zmnoºimo polinoma,
ki dolo£ata prvotni dve krivulji. Ni£le produkta bodo namre£ natanko unija ni£el
prvotnih dveh polinomov. Iz primera 2.18 vidimo, da bo podobno veljalo tudi za
tropske krivulje.
Trditev 2.19. Unija dveh tropskih krivulj je tudi tropska krivulja. Tropski polinom,
ki jo dolo£a, dobimo tako, da tropsko zmnoºimo tropska polinoma, ki dolo£ata prvotni
krivulji.
Dokaz. Ozna£imo polinoma prvotnih krivulj s P1 in P2. Oglejmo si polinom P1⊗P2
in novo krivuljo, ki jo dolo£a. Po distributivnosti lahko produkt tropskih polino-
mov prvotnih krivulj zdruºimo v en polinom. V obi£ajnih operacijah moramo vzeti
maksimum vseh moºnih vsot parov, kjer je en £len para iz P1 in drugi iz P2. To£ke
prvotnih algebrai£nih krivulj so dolo£ene s tem, da je v njih maksimum v njenem
tropskem polinomu zavzet vsaj v dveh £lenih hkrati. e je bil v enem od prvotnih
tropskih polinomov maksimum zavzet v vsaj dveh £lenih hkrati, bo potem tudi v
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novem polinomu maksimum zavzet vsaj dvakrat. e namre£ vzamemo dva £lena,
ki sta v neki to£ki x0 hkrati zavzela maksimum v polinomu P1, in jima pri²tejemo
vrednost polinoma P2 v tisti to£ki, dobimo £lena iz skupnega maksimuma, ki bosta
v to£ki x0 hkrati zavzela maksimum. Zato so ni£le polinomov P1 in P2 tudi ni£le
njunega tropskega produkta in sta prvotni tropski krivulji vsebovani v novi krivulji.
e sta v to£ki x0 oba prvotna polinoma zavzela maksimum le v enem £lenu, bo
vsota teh dveh vrednosti maksimum novega polinoma, ki pa bo tudi zavzet le v
tem £lenu. Zato je nova tropska krivulja sestavljena natanko iz to£k, ki so v obeh
prvotnih krivuljah. Torej je ta krivulja unija prvotnih krivulj. 
Ker je tropski polinom, ki dolo£a unijo tropskih krivulj, produkt njunih tropskih
polinomov, je stopnja te krivulje enaka vsoti stopenj prvotnih krivulj.
Primer 2.20.
P3(x, y) = 0⊕ x⊕ y ⊕ y⊗2 ⊕ (−1)x⊗2 = max(0, x, y, 2y, 2x− 1) ♦
Slika 8. Graf (levo) in tropska krivulja (desno), ki ju dolo£a tropski
polinom druge stopnje P3 iz primera 2.20.
Posebnost stoºnice na sliki 8 je to, da ne ustreza povsem na²im pogojem za pre-
poznavo stopnje iz slike. Ima dva poltraka v smeri navzdol, nima pa dveh poltrakov
v smeri levo in diagonalno navzgor. Razlog za to je, da £len 2y iz maksimuma vedno
preseºe y za pozitivne y, na katere smo se tudi omejili s konstanto 0. len y je torej
v maksimumu nepotreben in bi ga lahko tudi izbrisali. Re£emo, da ima poltrak,
ki je dolo£en s prese£i²£em ravnine, ki jo dolo£a konstanta, z ravnino, ki jo dolo£a
2y, uteº 2. To nas spominja na na²o denicijo stopnje ni£le pri tropskih polinomih
v eni spremenljivki. Gre namre£ za razliko naklonov ravnin, ki se v tem poltraku
sekata. O£itno je uteº poltraka, kjer se sekajo ravnine, katerih £leni vsebujejo le
spremenljivko x ali le spremenljivko y, enaka najve£ji razliki koecientov pred to
spremenljivko pri £lenih, katerih pripadajo£e ravnine se tam sekajo. Za ostale £lene
tropske krivulje pa se moramo spomniti druga£ne denicije, ki bo upo²tevala razliko
med koecienti pred x in razliko med koecienti pred y pri £lenih, katerih pripada-
jo£e ravnine se tam sekajo.
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Denicija 2.21. Uteº we roba e tropske krivulje je enaka maksimumu najve£jih
skupnih deliteljev ²tevil |i1 − i2| in |j1 − j2| za vse pare (i1, j1) in (i2, j2), za katere
velja P (x, y) = ai1,j1 + i1x+ j1y = ai2,j2 + i2x+ j2y za vse to£ke (x, y) iz tega roba.
Vzamemo torej najve£ji skupni delitelj absolutnih razlik potenc x in absolutnih
razlik potenc y po vseh £lenih, ki v celem robu zavzamejo maksimum. Na²o denicijo
za prepoznavo stopnje krivulje lahko zdaj popravimo.
Trditev 2.22. Omejimo se na krivulje, za katere so a0,0, ad,0 in a0,d razli£ni od −∞.
Vsota uteºi poltrakov, ki se nadaljujejo v neskon£nost v smeri navzdol, je enaka vsoti
uteºi poltrakov, ki se nadaljujejo v smeri levo, in enaka vsoti uteºi poltrakov, ki se
nadaljujejo v smeri diagonalno navzgor. Te vsote so enake stopnji krivulje.
Dokaz. Kot smo ºe povedali, bo v polinomu, v katerem so a0,0, ad,0 in a0,d razli£ni od
−∞, za dovolj po absolutni vrednosti velike negativne x in y maksimum zavzel £len
a0,0, za dovolj velike x in majhne y bo maksimum zavzel £len ad,0x⊗d in za dovolj
velike y in majhne x £len a0,dy⊗d.
Robove tropske krivulje, ki se nadaljujejo v neskon£nost v smeri navzdol, dolo-
£ajo £leni tropskega polinoma, ki vsebujejo samo spremenljivko x na potenco med
vklju£no 0 in d. Takih £lenov je torej d + 1. Njihove pripadajo£e ravnine se sekajo
v navpi£nih premicah. Uteº enega od teh robov je enaka kar razliki potenc na x
pri £lenih, ki v tem robu hkrati zavzamejo maksimum. e vseh d + 1 £lenov kdaj
samostojno zavzame maksimum, potem ima krivulja d robov z uteºjo 1, ki se v smeri
navzdol nadaljujejo v neskon£nost. e pa kak od teh £lenov ne zavzame samostojno
maksimuma, se bosta na grafu tropskega polinoma sekala dela ravnin, ki pripadata
nekemu £lenu z x na niºjo potenco in nekemu £lenu z x na vi²jo potenco. Torej se
bo za vsak £len, ki maksimuma ne zavzame samostojno, uteº roba, ki ga dolo£ata
neki £len z vi²jo potenco in neki £len z niºjo potenco, pove£ala za ena. Hkrati pa bo
v tropski krivulji en rob, ki se bo nadaljeval v neskon£nost v smeri navzdol, manj,
kot £e bi vsi ti £leni kdaj zavzeli maksimum samostojno. Zato bo vsota uteºi robov,
ki se v smer navzdol nadaljujejo v neskon£nost, enaka d. Analogno lahko z enako
argumentacijo pokaºemo, da to velja za robove, ki se v neskon£nost nadaljujejo v
smeri levo, £e spremenljivko x iz dokaza zamenjamo z y.
Robove tropske krivulje, ki se nadaljujejo v neskon£nost v smeri diagonalno nav-
zgor, dolo£ajo £leni tropskega polinoma, ki vsebujejo obe spremenljivki in je vsota
potenc na spremenljivkah enaka d. Spremenljivka x ima torej lahko potence med
vklju£no 0 in d, spremenljivka y pa ima v vsakem od £lenov potenco tolik²no, da je
vsota potenc v £lenu enaka d. Teh £lenov je torej tudi d + 1. Njihove pripadajo£e
ravnine se sekajo v diagonalnih premicah. e vseh d + 1 £lenov kdaj samostojno
zavzame maksimum, potem ima krivulja d robov z uteºjo 1, ki se v neskon£nost
nadaljujejo v smeri diagonalno navzgor. Vsak od njih ima uteº 1, saj je razlika v
koecientih pred spremenljivko x in spremenljivko y pri £lenih, ki se na grafu trop-
skega polinoma sekajo, enaka 1. e neki £len maksimuma ne zavzame samostojno,
se bosta na grafu tropskega polinoma sekala dela ravnin, ki pripadata nekemu £lenu
z x na vi²jo potenco in nekemu £lenu z x na niºjo potenco. Ker je vsota potenc v
vseh £lenih enaka d, bo absolutna razlika potenc na y enaka absolutni razliki potenc
na x in bo njun najve£ji skupni delitelj kar to ²tevilo. Zato se bo za vsak £len, ki
maksimuma ne doseºe samostojno, uteº roba, ki ga dolo£ata neki £len z x na vi²jo
potenco in neki £len z x na niºjo potenco, pove£ala za ena. Hkrati pa bo v tropski
krivulji en rob, ki se bo nadaljeval v neskon£nost v smeri diagonalno navzgor, manj,
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kot £e bi vsi ti £leni kdaj zavzeli maksimum samostojno. Zato bo vsota uteºi robov,
ki se nadaljujejo v neskon£nost v smeri diagonalno navzgor, enaka d. 
3. Lastnosti tropskih krivulj
V tem razdelku bomo podrobneje denirali ogli²£a in robove tropskih krivulj.
Njihove lastnosti nam bodo pomagale pri razumevanju dualne subdivizije tropske
krivulje in dokazovanju trditev, ki so v povezavi z dualno subdivizijo. Omenili
bomo, da lahko tropske krivulje gledamo kot uravnoteºene grafe. Na koncu razdelka
se bomo posvetili prese£i²£em tropskih krivulj in posku²ali uvesti Bézoutov izrek
za tropske krivulje. Pri obravnavi prese£i²£ tropskih krivulj bomo spoznali, da
lahko deniramo tudi samoprese£i²£a tropske krivulje. V tem razdelku bomo sledili
predvsem [3, str. 612] in [6, str. 58, 1113].
3.1. Ogli²£a in robovi. Kot smo ºe omenili, linearne dele tropske krivulje imenu-
jemo robovi tropske krivulje, to£ke, v katerih se ti sekajo, pa ogli²£a tropske krivulje.
Ker so robovi del tropske krivulje, mora tropski polinom v njih zavzeti maksimum
v vsaj dveh £lenih hkrati, v ogli²£u tropske krivulje pa ga mora zavzeti v vsaj treh
£lenih hkrati, saj se tam v grafu polinoma sekajo vsaj tri ravnine. Tropski polinom
ima obliko




⊗iy⊗j = maxi,j(ai,j + ix+ jy).
Vsak £len dolo£a neko ravnino, katere del je vsebovan v grafu polinoma. len
ai,jx
⊗iy⊗j dolo£a ravnino z = ai,j + ix + jy. V nadaljevanju se bomo na to pove-
zavo v£asih navezali tako, da bomo rekli, da neka ravnina pripada nekemu £lenu in
obratno. Normala te ravnine je (i, j,−1). Dolo£ena je torej s koecientoma i in j.
Trditev 3.1. To£ke (i1, j1), (i2, j2) in (i3, j3) so kolinearne natanko tedaj, ko so
normale (i1, j1,−1), (i2, j2,−1) in (i3, j3,−1) linearno odvisne.
Dokaz. e sta vsaj dve to£ki enaki, potem trditev velja. e so vse tri to£ke razli£ne,
lahko brez ²kode za splo²nost predpostavimo, da je i2 ̸= i1, da bomo premico skozi
to£ki (i1, j1) in (i2, j2) lahko napisali v obliki y = kx+ n. Sicer bi gledali odvisnost
x od y.
e so to£ke (i1, j1), (i2, j2) in (i3, j3) kolinearne, potem lahko to£ke prepi²emo
v (i1, ki1 + n), (i2, ki2 + n) in (i3, ki3 + n), kjer je k = j2−j1i2−i1 in n = j2 − ki2.
Potem so normale linearno odvisne, saj velja α(i1, ki1+n,−1)+β(i2, ki2+n,−1) =
(i3, ki3 + n,−1) za α = i3−i2i1−i2 in β = 1− α.
e so normale linearno odvisne, potem je (i3, j3,−1) = α(i1, j1,−1)+β(i2, j2,−1)
za neka α in β. Iz tretje komponente vidimo, da mora veljati α+ β = 1. Veljata pa
tudi ena£bi i3 = αi1 + βi2 in j3 = αj1 + βj2. Po predpostavki obstajata taka k in n,
da velja j1 = ki1 + n in j2 = ki2 + n. Zanima nas, £e j3 tudi leºi na tej premici in
je enak ki3 + n.
ki3+n = k(αi1+βi2)+n = αki1+βki2+n = αj1−αn+βj2−βn+n = αj1+βj2 = j3

S pomo£jo trditve 3.1 bomo laºje razumeli deniciji robov in ogli²£ tropskih kri-
vulj, ki jih bomo zdaj navedli. Za vsak £len iz tropskega polinoma lahko normali
pripadajo£e ravnine priredimo to£ko (i, j) v ravnini R2. e bomo v nadaljevanju
napisali, da obravnavamo to£ke (i, j), ki pripadajo nekim £lenom iz tropskega poli-
noma, se bomo navezovali na to povezavo.
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Slika 9. Graf tropskega polinoma iz primera 2.17, na katerem smo
ozna£ili £lenom pripadajo£e ravnine.
Denicija 3.2. Ogli²£a tropske krivulje so tiste to£ke tropske krivulje, v katerih je
maksimum v tropskem polinomu zavzet v vsaj treh £lenih hkrati in velja, da so vsaj
tri to£ke (i, j), ki pripadajo tem £lenom, nekolinearne.
e so to£ke (i, j) nekolinearne, potem iz trditve 3.1 sledi, da normale pripadajo£ih
ravnin niso linearno odvisne. To pomeni, da se na grafu tropskega polinoma v tej
to£ki sekajo vsaj tri ravnine, ki ne pripadajo istemu ²opu ravnin, kar pa so natanko
ogli²£a tropske krivulje.
Denicija 3.3. Omejimo se na tropske krivulje, katerih vodilni koecienti polinoma
a0,0, ad,0 in a0,d so razli£ni od −∞. Robovi takih tropskih krivulj so ali daljice, ki
leºijo na tropski krivulji in povezujejo dve ogli²£i tropske krivulje, ali poltraki, ki
leºijo na tropski krivulji in se za£nejo v enem od ogli²£ tropske krivulje.
Vsak rob tropske krivulje je dolo£en s prese£i²£em dveh ali ve£ ravnin, ki pripadajo
£lenom tropskega polinoma, ki v celotnem robu hkrati zavzamejo maksimum. e
je maksimum v vseh to£kah iz roba zavzet v ve£ kot dveh £lenih hkrati, se njihove
pripadajo£e ravnine sekajo v eni premici in zato pripadajo ²opu ravnin. Normale
treh ali ve£ ravnin, ki pripadajo istemu ²opu, so linearno odvisne. Iz trditve 3.1
sledi, da so potem to£ke (i, j), ki pripadajo tem £lenom, kolinearne. V nadaljevanju
diplomskega dela bomo v£asih pri sklicevanju na rob ali ogli²£e krivulje mislili mno-
ºico to£k na grafu tropskega polinoma, ki smo jo projicirali v rob oziroma ogli²£e
tropske krivulje.
19
Primer 3.4. Vzemimo za primer tropski polinom iz primera 2.17. V maksimumu
se nahaja ²est £lenov. Na sliki 9 smo ozna£ili £lenom pripadajo£e ravnine. lenu
3 + 1x + 1y priredimo to£ko (1, 1), £lenu 3 = 3 + 0x + 0y to£ko (0, 0), £lenu 2x =
0 + 2x + 0y to£ko (2, 0) in enako za preostale £lene. Vidimo, da pri tej krivulji v
vsakem robu zavzameta maksimum natanko dva £lena hkrati, v vsakem ogli²£u pa
natanko trije £leni hkrati. e bi vzeli za primer polinom iz primera 2.20, pa bi v
levem poltraku maksimum hkrati zavzeli £leni 0 = 0 + 0x + 0y, y = 0 + 0x + 1y
in 2y = 0 + 0x + 2y. To£ke, ki jim pripadajo, so (0, 0), (0, 1) in (0, 2) in so o£itno
kolinearne. ♦
3.2. Dualne subdivizije. V prej²njem podrazdelku smo spoznali, da za ogli²£e v
tropske krivulje velja, da je v tej to£ki maksimum zavzet v vsaj treh £lenih hkrati in
so vsaj tri to£ke (i, j), ki pripadajo tem £lenom, nekolinearne. Konveksna ogrinja£a
teh to£k je ve£kotnik, ki ga bomo ozna£ili z ∆v. Rekli bomo, da ve£kotnik ∆v
pripada ogli²£u v tropske krivulje.
Podobno smo v prej²njem razdelku ugotovili, da je maksimum v robovih tropske
krivulje zavzet v vsaj dveh £lenih hkrati in so to£ke (i, j), ki pripadajo tem £lenom,
kolinearne. e za rob e te to£ke poveºemo, dobimo daljico, ki jo bomo ozna£ili z δe.
Rekli bomo, da daljica δe pripada robu e. Opazimo lahko, da je daljica, ki smo jo
dobili, pravokotna na rob, ki mu pripada.
Trditev 3.5. Daljica δe, ki pripada robu e tropske krivulje, je na rob pravokotna.
Dokaz. Rob e tropske krivulje je projekcija dela prese£i²£a dveh ravnin, ki pripa-
data nekima £lenoma v tropskem polinomu. Smerni vektor premice, v kateri se ti
dve ravnini sekata, je dolo£en z vektorskim produktom njunih normal, ki je enak
(i1, j1,−1) × (i2, j2,−1) = (−j1 + j2,−i2 + i1, i1j2 − j1i2). Projekcija vektorja na
ravnino je enaka (j2− j1, i1− i2) in dolo£a smer roba e. Ta projekcija je pravokotna
na vektor med to£kama (i1, j1) in (i2, j2), ki ima obliko (i2− i1, j2− j1). Vektor med
to£kama dolo£a smer daljice δe in je torej pravokoten na vektor, ki dolo£a smer roba
e. 
Preko daljice δe, ki pripada robu e, lahko dolo£imo tudi uteº roba e brez ra£unanja
razlik med koecienti in iskanja najve£jega skupnega delitelja teh.
Trditev 3.6. Velja ena£ba Card(δe ∩ Z2) = we + 1, kjer je we uteº roba e.
Dokaz. Daljica δe povezuje to£ke (i, j), ki jih dobimo iz koecientov £lenov, ki pri-
padajo robu e. Komponenti i in j sta nenegativni celi ²tevili, saj so potence v
polinomu nenegativna cela ²tevila. Prva in zadnja to£ka daljice sta torej celo²tevil-
ski to£ki. e ti dve to£ki ozna£imo z (i1, j1) in (i2, j2), je vektor med njima enak
(i2 − i1, j2 − j1). Absolutnima vrednostma komponent tega vektorja lahko dolo£imo




celo²tevilski vektor, katerega komponenti imata najve£ji skupni delitelj enak 1. e
to£ki (i1, j1) pri²tejemo celo²tevilski ve£kratnik med vklju£no 0 in we tega vektorja,
bomo za vsak ve£kratnik dobili celo²tevilsko to£ko na tej daljici. S tem postopkom
dobimo vse celo²tevilske to£ke na daljici, ki jih je torej we + 1.
Pokazati moramo le ²e, da je we enak uteºi roba e. Po deniciji je uteº roba e enaka
maksimumu najve£jih skupnih deliteljev ²tevil |i3 − i4| in |j3 − j4|, kjer sta (i3, j3)
in (i4, j4) katerikoli celo²tevilski to£ki na daljici δe, ki pripada robu e. Za vsaki
celo²tevilski to£ki na daljici bi lahko izra£unali vektor med njima in absolutnima
vrednostma komponent tega vektorja dolo£ili njun najve£ji skupni delitelj u. e
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bi komponenti tega vektorja delili z u, bi dobili vektor v⃗ ali −v⃗ iz prej²njega dela
dokaza. Ker je u celo ²tevilo, bo torej eno od celih ²tevil med vklju£no 1 in we.
Torej je we maksimum najve£jih skupnih deliteljev ²tevil |i3− i4| in |j3− j4|, kjer sta
(i3, j3) in (i4, j4) katerikoli celo²tevilski to£ki na daljici δe, ki pripada robu e. Zato
je we po deniciji enak uteºi roba e. 
Da lahko za vsako premico, ki vsebuje celo²tevilske to£ke, poi²£emo tak neni£eln
celo²tevilski vektor v⃗1 = (a, b), katerega komponenti imata najve£ji skupni delitelj
enak 1 in lahko s celo²tevilskimi ve£kratniki tega vektorja dobimo vse celo²tevilske
to£ke na premici, pokaºemo s protislovjem. Primer lahko vedno gledamo za pre-
mice skozi izhodi²£e in predpostavimo, da z zgornjim postopkom ne bi dobili neke
celo²tevilske to£ke na premici. e komponenti vektorja do te to£ke delimo z njunim
najve£jim skupnim deliteljem, dobimo ²e en vektor v⃗2 = (c, d), ki kaºe v smer na²e
premice in katerega komponenti imata najve£ji skupni delitelj enak 1. To pomeni,
da mora obstajati realni koecient α, da velja αv⃗1 = v⃗2 oziroma αa = c in αb = d.




oziroma cb = ad. Ker je najve£ji
skupni delitelj a in b enak 1, mora a deliti c. Ker pa je najve£ji skupni delitelj c in
d enak 1, mora c deliti a. Iz tega sledi, da je a = c in b = d. Dokazali bomo ²e dve
trditvi, ki nam bosta pomagali pri razumevanju dualne subdivizije tropske krivulje.
Trditev 3.7. Tropska krivulja ostane enaka, £e £lene, ki pripadajo to£kam, ki niso
za£etne ali kon£ne to£ke daljic δe, izpustimo.
Dokaz. Vzemimo rob e tropske krivulje, na katerem ve£ kot dva £lena hkrati za-
vzameta maksimum, in njegovo pripadajo£o daljico δe. Naj bosta T1 = (i1, j1) in
T2 = (i2, j2) za£etna in kon£na to£ka daljice δe, to£ka T3 = (i3, j3) pa pripada ²e
enemu od preostalih £lenov, ki v robu doseºejo maksimum, in zato tudi leºi nekje
na daljici. Dokazati moramo, da £len, ki pripada to£ki T3, nikoli sam ne zavzame
maksimuma in se zato graf polinoma ne spremeni, £e ga iz maksimuma izbri²emo.
e se graf ne spremeni, potem tudi tropska krivulja ostane enaka.
leni, ki pripadajo tem trem to£kam, dolo£ajo ravnine, ki so vse del istega ²opa
ravnin, saj se vse sekajo v robu e. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da
je i1 < i3 < i2, saj bi v primeru, da je daljica navpi£na, naredili analogen postopek
za spremenljivko y. Izberimo zdaj neko to£ko (x0, y0), ki leºi na robu e, in opazujmo
maksimum £lenov, ki hkrati zavzamejo maksimum v robu e. Ker so i koecienti
pred spremenljivko x, bo za x > x0 maksimum zavzela ravnina s koecientom i2,
za x < x0 pa ravnina s koecientom i1. Na grafu tropskega polinoma sta prisotni
samo dve od teh ravnin, to pa sta potem natanko ravnini, ki pripadata skrajnima
to£kama na daljici. 
Na enak na£in bi lahko pokazali, da tropska krivulja ostane enaka, £e £lene, ki
pripadajo to£kam (i, j), ki niso ogli²£a ve£kotnikov ∆v, izpustimo. Ker vsi £leni, ki
pripadajo to£kam iz ∆v, zavzamejo maksimum v ogli²£u v tropske krivulje, £leni,
katerih to£ke niso ogli²£a ve£kotnika ∆v ne morejo nikoli sami zavzeti maksimuma.
len, katerega to£ka ni ogli²£e ve£kotnika ∆v, lahko zapi²emo kot konveksno kom-
binacijo £lenov, katerih to£ke so ogli²£a ve£kotnika ∆v. e bi predpostavili, da ta
£len nekje samostojno zavzame maksimum in je torej strogo ve£ji od vseh preosta-
lih £lenov, bi pri²li do protislovja, da je vrednost tega £lena ve£ja od prej dobljene
konveksne kombinacije preostalih £lenov. Za obliko tropske krivulje so pomembni
samo £leni, ki kdaj sami zavzamejo maksimum. To so £leni, ki pripadajo ravninam,
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katerih dele vidimo na grafu tropskega polinoma. Ugotovili smo, da so to natanko
£leni, katerih to£ke so ogli²£a ve£kotnikov ∆v in skrajne to£ke daljic δe.
Trditev 3.8. Stranice ve£kotnika ∆v, ki pripada ogli²£u v tropske krivulje, so na-
tanko daljice δei, ki pripadajo robovom e1, . . . , ek, ki imajo eno kraji²£e v tem ogli²£u.
Dokaz. Po trditvi 3.7 in zgornjih ugotovitvah lahko iz tropskega polinoma izbri²emo
vse £lene, katerih to£ke niso kraji²£a daljic δe ali ogli²£a ve£kotnikov∆v in bo tropska
krivulja ostala enaka. Vzemimo torej tak tropski polinom, ki dolo£a na²o tropsko
krivuljo. To£ke (i, j), ki pripadajo ogli²£u v tropske krivulje, so to£ke, ki pripadajo
ravninam, ki se na grafu tropskega polinoma sekajo v tem ogli²£u. Te to£ke so hkrati
tudi ogli²£a ve£kotnika ∆v, ki pripada ogli²£u v tropske krivulje. Vsaki dve sosednji
ogli²£i ve£kotnika ∆v pripadata na grafu dvema ravninama, ki se sekata v ogli²£u
krivulje v in pred tem ²e v nekem robu e tropske krivulje. Daljica δe, ki pripada
temu robu, povezuje ravno ti dve to£ki in s tem tvori eno od stranic ve£kotnika ∆v.
e predpostavimo, da so vodilni koecienti polinoma a0,0, ad,0 in a0,d razli£ni od
−∞, ima vsak rob tropske krivulje po deniciji vsaj na enem svojem kraji²£u ogli²£e
tropske krivulje. Dela ravnin, ki na grafu dolo£ata rob e, se sekata v poltraku, ki
ima vrh v nekem ogli²£u v tropske krivulje. Zato to£ki, ki pripadata tema dvema
ravninama, razpenjata daljico δe in sta hkrati tudi zaporedni ogli²£i ve£kotnika ∆v,
ki pripada ogli²£u v tropske krivulje. 
e imamo tropski polinom dveh spremenljivk stopnje d in predpostavimo, da so
koecienti a0,0, ad,0 in a0,d razli£ni od −∞, potem so vse take to£ke (i, j), da je
ai,j razli£en od −∞, vsebovane v trikotniku, ki ga dolo£ajo to£ke (0, 0), (0, d) in
(d, 0) in ga bomo ozna£ili z ∆d. To sledi iz denicije stopnje, saj imajo vsi ostali
£leni i + j ≤ d in zato to£ke (i, j) leºijo v tem trikotniku. Ta trikotnik je njihova
konveksna ogrinja£a. V nadaljevanju tega podrazdelka se bomo omejili na take
krivulje. Prej omenjene konveksne ogrinja£e ∆v, ki pripadajo posameznim ogli²£em
v, so vsebovane v tem trikotniku, saj so tudi vse to£ke (i, j) vsebovane v trikotniku.
Trditev 3.9. Za tropsko krivuljo stopnje d, ki ima koeciente a0,0, ad,0 in a0,d raz-
li£ne od −∞, velja, da imajo lahko ve£kotniki ∆v, ki pripadajo razli£nim ogli²£em
krivulje, skupne stranice, skupna ogli²£a ali pa se ne sekajo. Unija teh ve£kotnikov
je enaka trikotniku ∆d.
Dokaz. Zopet vzemimo tropski polinom, ki dolo£a na²o tropsko krivuljo in iz ka-
terega smo izbrisali vse odve£ne £lene kot v prej²njem dokazu. Ogli²£a ve£kotnika
∆v, ki pripada ogli²£u v na²e tropske krivulje, so natanko to£ke (i, j), ki pripadajo
ogli²£u v tropske krivulje. Te to£ke pripadajo £lenom iz polinoma, ki so v ogli²£u v
hkrati zavzeli maksimum. Dve ogrinja£i, ki pripadata ogli²£ema v1 in v2, imata torej
skupno ogli²£e, £e isti £len zavzame maksimum v obeh ogli²£ih tropske krivulje.
Po trditvi 3.8 so stranice ve£kotnika ∆v, ki pripada ogli²£u v, enake daljicam
δei , ki pripadajo robovom e1, . . . , ek, ki imajo v tem ogli²£u tropske krivulje eno
kraji²£e. Dve konveksni ogrinja£i, ki pripadata ogli²£ema v1 in v2, imata potem
skupno stranico, £e ogli²£i tropske krivulje povezuje neki rob tropske krivulje.
Po deniciji so robovi tropske krivulje lahko ali daljice, ki imajo na obeh kraji²£ih
ogli²£i tropske krivulje, ali poltraki, ki se za£nejo v ogli²£u tropske krivulje. e ima
rob tropske krivulje ogli²£e na obeh kraji²£ih, potem je njegova daljica δe skupna
dvema ve£kotnikoma ∆v. e pa ima rob tropske krivulje ogli²£e le na enem kraji²£u,
to pomeni, da je eden od robov, ki se nadaljujejo v neskon£nost v eno od smeri
navzdol, levo ali diagonalno navzgor. To velja zato, ker smo predpostavili, da so
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koecienti a0,0, ad,0 in a0,d razli£ni od−∞. Kot smo ugotovili ºe v prej²njem razdelku
pri trditvi 2.22, bo imela krivulja vsoto uteºi neomejenih robov v vsako od teh
smeri enako stopnji njenega polinoma. Med zaporednima poltrakoma leºi na grafu
tropskega polinoma ena ravnina, kar pomeni, da imata poltraka skupen £len. Ker
morajo biti daljice δe, ki pripadajo poltrakom, ki kaºejo v isto smer, vzporedne,
se nadaljujejo ena v drugo in morajo skupno vsebovati d + 1 celo²tevilskih to£k,
tvorijo daljice ravno eno od stranic trikotnika ∆d. To pomeni, da morajo daljice δe,
ki pripadajo tem poltrakom, povezovati vse to£ke na robu trikotnika ∆d. Stranice
trikotnika ∆d so torej sestavljene iz daljic δe, ki pripadajo robovom tropske krivulje,
ki se v vsako od teh smeri nadaljujejo v neskon£nost. Ker se robovi tropske krivulje
ne sekajo na druge na£ine, se tudi daljice, ki jim pripadajo, sekajo le v kon£nih ali
za£etnih to£kah. Ve£kotniki ∆v so konveksni liki, ki imajo ogli²£a v to£kah (i, j) in
nobenih takih to£k v notranjosti, zato se sekajo le v ogli²£ih ali pa imajo skupne
stranice.
Ker so vsi ostali robovi daljice, ki povezujejo dve ogli²£i tropske krivulje, bodo
vse daljice δe znotraj trikotnika ∆d skupne dvema ve£kotnikoma ∆v. Edine daljice
δe, ki pripadajo le enemu ve£kotniku ∆v, so tiste, ki so na robu trikotnika ∆d. Zato
unija ve£kotnikov ∆v pokriva celoten trikotnik ∆d. 
Ker je unija ogrinja£ enaka trikotniku ∆d, pravimo, da te konveksne ogrinja£e
tvorijo njegovo subdivizijo.
Denicija 3.10. Subdivizijo trikotnika ∆d, ki jo tvorijo konveksne ogrinja£e, ki
pripadajo ogli²£em krivulje, imenujemo dualna subdivizija tropske krivulje.
Videli smo, da vsaka krivulja dolo£a svojo dualno subdivizijo. Obratno ne velja
 ne obstaja vedno tropska krivulja, ki bi pripadala dolo£eni subdiviziji. e pa
subdivizija dolo£a kak²no krivuljo, dolo£a kar celo druºino krivulj, saj ne dolo£a
poloºaja krivulje v ravnini in dolºine njenih robov.
Slika 10. Tropska krivulja, ki jo dolo£a tropski polinom iz primera
2.20 (levo) in njena dualna subdivizija (desno).
Primer 3.11. Krivuljo, ki jo dolo£a polinom iz primera 2.20, in njeno dualno subdi-
vizijo vidimo na sliki 10. Krivulja ima pet robov in dve ogli²£i. Dualna subdivizija je
sestavljena iz dveh trikotnikov, ki pripadata ogli²£ema. Skupna stranica trikotnikov
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pripada robu, ki povezuje ogli²£i krivulje. Ker je polinom druge stopnje, je unija
teh dveh trikotnikov trikotnik, ki povezuje to£ke (0, 0), (0, 2) in (2, 0). Na dualni
subdiviziji smo z modrimi pikami ozna£ili to£ke, ki pripadajo £lenom iz maksimuma.
Vidimo, da je to£ka (0, 1) na sredi skrajno leve daljice. Ta to£ka pripada £lenu y
iz maksimuma, krivulja pa bi ostala enaka, £e bi ta £len izbrisali iz maksimuma.
Spodnji del celotnega trikotnika je sestavljen iz dveh daljic. Vsaka od njiju vsebuje
po dve celo²tevilski to£ki. Pripadajo£a robova, ki se nadaljujeta navzdol v neskon£-
nost, imata zato uteº ena. Skrajno leva in skrajno desna daljica vsebujeta po tri
celo²tevilske to£ke, zato sta uteºi pripadajo£ih robov enaki 2. Iz slik je tudi jasno
razvidno, da so daljice pravokotne na robove, ki jim pripadajo. ♦
3.3. Uravnoteºeni gra. V tem podrazdelku bomo omenili povezavo med trop-
skimi krivuljami in uravnoteºenimi gra. Pri tem se bomo zana²ali na [7, str. 8182],
kjer je tudi dokazan izrek 3.14. Najprej bomo navedli denicijo upodobitve grafov
po [13] in [7], ki nas ºe po deniciji spominja na tropske krivulje.
Denicija 3.12. Z V ozna£imo kon£no mnoºico razli£nih to£k v R2, z E1 mnoºico
daljic, katerih kraji²£a so vsebovana v V , in z E2 mnoºico poltrakov, katerih za£etne
to£ke so vsebovane v V . Predpostavimo, da se elementi iz E1∪E2 sekajo le v to£kah
iz mnoºice V . Z w ozna£imo preslikavo, ki vsakemu elementu iz E1 ∪ E2 priredi
naravno ²tevilo, ki ga imenujemo uteº. etver£ek (V , E1, E2, w) imenujemo uteºen
ravninski ravno£rtni graf.
e za V vzamemo mnoºico ogli²£ tropske krivulje, za E1 mnoºico robov tropske
krivulje, katerih kraji²£i sta obe vsebovani v V, in za E2 mnoºico robov tropske
krivulje, ki imajo le eno kraji²£e v mnoºici V , potem vidimo, da je tropska krivulja
uteºen ravninski ravno£rtni graf. Vsakemu elementu mnoºic E1 in E2 lahko namre£
dolo£imo uteº s preslikavo w. Robovi, ki so v mnoºici E2, se v drugo smer nadaljujejo
v neskon£nost, torej so to poltraki. Prese£i²£a elementov iz E1 in E2 pa so vsebovana
v V . etver£ek (V , E1, E2, w) zato dolo£a neki uteºen ravninski ravno£rtni graf.
Denicija 3.13. Uteºen ravninski ravno£rtni graf Γ v R2, ki ga dolo£a £etver£ek
(V , E1, E2, w), je uravnoteºen, £e zado²£a naslednjim zahtevam:
(1) Nakloni nosilk povezav grafa Γ so racionalni.
(2) Vsako vozli²£e iz V je kraji²£e vsaj treh elementov iz E1 ∪ E2.
(3) Vsako vozli²£e v iz V je uravnoteºeno, tj. velja
∑
ei∈E(v) w(ei)v⃗i = 0, kjer
je E(v) mnoºica elementov iz E1 ∪ E2, ki imajo kraji²£e v vozli²£u v, w(ei)
uteº povezave ei in v⃗i najmanj²i celo²tevilski vektor, ki se za£ne v v in kaºe
v smeri roba ei.
Vemo, da so robovi tropske krivulje dolo£eni s presekom dveh ravnin na grafu
tropskega polinoma. Ti dve ravnini imata celo²tevilske normale, zato je tudi njun
vektorski produkt in njegova projekcija na ravnino celo²tevilski vektor. Robovi trop-
ske krivulje torej imajo racionalne naklone. Po deniciji ogli²£ tropske krivulje se ta
nahajajo tam, kjer se na grafu sekajo vsaj tri ravnine, torej se v njih stikajo vsaj trije
robovi. Da bo na²a tropska krivulja uravnoteºen ravninski ravno£rtni graf, moramo
pokazati le ²e zadnjo lastnost. Kot smo ºe omenili, lahko ogli²£u v tropske krivulje in
robovom e1, . . . , ek, ki se v tem ogli²£u sekajo, dolo£imo ve£kotnik, katerega stranice
so daljice, ki pripadajo posameznim robovom. Vsak rob ima svojo uteº w1, . . . , wk.
Daljica δei , ki pripada robu ei, je enaka wiv⃗i, kjer je v⃗i celo²tevilski vektor, katerega
komponenti imata najve£ji skupni delitelj enak 1. To je tudi najmanj²i celo²tevilski
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Slika 11. Vsota najmanj²ih celo²tevilskih vektorjev, ki se za£nejo v
ogli²£u tropske premice in kaºejo v smeri njenih robov, je enaka 0.
vektor, ki kaºe v to smer. Vemo, da so daljice δei natanko stranice ve£kotnika ∆v,
ki pripada na²emu ogli²£u. e vse vektorje v⃗i orientiramo v smeri proti urinemu
kazalcu (pozitivno glede na ∆v), potem bo veljalo∑
i
wiv⃗i = 0,
saj bodo vektorji wiv⃗i sestavljali orientiran rob ve£kotnika ∆v. e bi vektorje v⃗i
zavrteli za devetdeset stopinj v smeri urinega kazalca, bi dobili vektor v smeri roba
ek, ki kaºe iz ogli²£a v in je hkrati najmanj²i celo²tevilski vektor v to smer. Primer
za tropsko premico vidimo na sliki 11. Torej je vsaka tropska krivulja uravnoteºen
ravninski ravno£rtni graf. Brez dokaza pa bomo napisali tudi izrek, ki pravi, da
velja tudi obratno.
Izrek 3.14 (G. Mikalkin [7, str. 82]). Tropske krivulje v R2 so natanko uravnoteºeni
ravninski ravno£rtni gra.
3.4. Prese£i²£a tropskih krivulj. Na za£etku tega podrazdelka bomo denirali
nekaj pojmov, da bomo lahko razumeli Bézoutov izrek za projektivne algebrai£ne
krivulje. Najprej deniramo projektivno ravnino.
Denicija 3.15. Naj bo F komutativen obseg. F30 = F3 \ {0} je potem trirazseºen
vektorski prostor brez izhodi²£a. V ta prostor uvedemo ekvivalen£no relacijo ∼:
u ∼ v, £e je u = αv za neki α ∈ F \ {0}.




∼ ozna£imo s P
2 in imenujemo projektivna rav-
nina, ekvivalen£ne razrede v P2 pa to£ke (projektivne ravnine).
Zdaj bomo denirali Sylvestrovo matriko in rezultanto dveh polinomov, da bomo
nato lahko denirali prese£no ve£kratnost krivulj v prese£ni to£ki.
Denicija 3.16. Sylvestrova matrika dveh polinomov stopenj m in n je kvadratna
matrika velikosti (m+ n)× (m+ n), ki jo dobimo tako, da v prvo vrstico zapi²emo
koeciente prvega polinoma (za£en²i z vodilnim koecientom) in preostala mesta
zapolnimo z ni£lami. Nato v vsaki vrstici koeciente zamaknemo za eno mesto
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v desno in pred njimi zapi²emo ni£le. To ponovimo tolikokrat, kolikor je stopnja
drugega polinoma. Nato enako naredimo ²e za drugi polinom. Rezultanta dveh
polinomov je determinanta njune Sylvestrove matrike.
Projektivne krivulje so dolo£ene s homogenimi polinomi v treh spremenljivkah.
Da dobimo rezultanto dveh takih polinomov, moramo polinoma gledati kot poli-
noma ene spremenljivke s koecienti, ki so polinomi preostalih dveh spremenljivk.
V tem primeru bo rezultanta teh dveh polinomov tudi polinom v preostalih dveh
spremenljivkah. e sta prvotna polinoma stopenj d1 in d2, potem je njuna rezultanta
homogen polinom stopnje d1d2. Vsaki prese£ni to£ki prvotnih krivulj pripada neka
ni£la rezultante. Vsaka ni£la rezultante namre£ podaja razmerje med preostalima
dvema spremenljivkama, ki se ujema z vsaj eno prese£no to£ko prvotnih krivulj.
Denicija 3.17. Prese£na ve£kratnost dveh projektivnih krivulj v prese£ni to£ki
je enaka ve£kratnosti ni£le, ki pripada tej prese£ni to£ki v rezultanti polinomov, ki
dolo£ata ti dve krivulji.
e ºelimo izra£unati prese£ne ve£kratnosti v prese£nih to£kah, moramo paziti, da
prese£ne to£ke nimajo enakih razmerij pri preostalih dveh spremenljivkah oz. koordi-
nate primerno premakniti, saj sicer ne moremo dolo£iti to£ne prese£ne ve£kratnosti
za vsako prese£no to£ko. Oglejmo si zdaj Bézoutov izrek za projektivne algebrai£ne
krivulje.
Izrek 3.18 (E. Bézout [1, str. 10]). Vzemimo dve projektivni algebrai£ni krivulji
stopenj d1 in d2, ki sta brez skupnih komponent. Vsota prese£nih ve£kratnosti v vseh
njunih prese£nih to£kah je enaka d1d2.
Za razumevanje lahko pogledamo tudi algebrai£ne krivulje v realni ravnini.
Primer 3.19. Za krivulje v realni ravnini velja neenakost  vsota prese£nih ve£-
kratnosti v vseh prese£nih to£kah dveh krivulj je manj²a ali enaka produktu njunih
stopenj. Dve premici se v ravnini sekata najve£ enkrat. Premica in stoºnica pa
se sekata v najve£ dveh to£kah. e je premica tangenta na stoºnico, je prese£na
ve£kratnost v tisti prese£ni to£ki enaka dve. ♦
Zanima nas, £e podoben izrek obstaja tudi za tropske krivulje. Omejili se bomo
na krivulje, ki imajo koeciente a0,0, ad,0 in a0,d razli£ne od −∞. Najlaºje je za£eti
s preprostim primerom:
Primer 3.20. Vzemimo dve tropski premici. Takoj opazimo, da ni nujno, da se
sekata v kon£no mnogo prese£nih to£kah, saj imata lahko skupen poltrak. e se
za za£etek omejimo na dve taki premici, ki se sekata le v kon£no mnogo to£kah,
opazimo, da se sekata v natanko eni to£ki. To nam da upanje, da podoben izrek
obstaja tudi za tropske krivulje.
Dualni subdiviziji za posamezno premico sta enaki kar trikotnikoma, ki pripa-
data njunima ogli²£ema. e prej smo dokazali, da je unija tropskih algebrai£nih
krivulj tudi tropska algebrai£na krivulja. Unija dveh premic bo tropska krivulja
druge stopnje, ki tudi ima dualno subdivizijo. Pri primeru 2.18 smo videli krivuljo,
sestavljeno iz dveh tropskih premic. Na sliki 12 lahko vidimo njeno dualno subdivi-
zijo. Dualna subdivizija je sestavljena iz dveh trikotnikov (na sliki zelen in rumen)
in enega ²tirikotnika (na sliki rde£). Ker je krivulja lokalno okoli ogli²£, ki sta prej
pripadali posameznim tropskim premicam, enaka tistim premicam, sta se tudi njuna
trikotnika ohranila. Trikotnik, ki pripada ogli²£u, smo le premaknili za vektor (i, j),
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Slika 12. Tropska krivulja (levo), ki jo dolo£a tropski polinom iz
primera 2.18, in njena dualna subdivizija (desno).
ki pripada £lenu druge krivulje, ki smo ga tam pri²teli. Kvadrat pripada novemu
ogli²£u  prese£ni to£ki premic. ♦
Pokazali bomo, da lahko prese£no ve£kratnost v prese£ni to£ki deniramo kot
plo²£ino ve£kotnika, ki prese£ni to£ki pripada v dualni subdiviziji unije krivulj. Nato
bomo lahko dokazali Bézoutov izrek za tropske krivulje.
Denicija 3.21. e se tropski krivulji C1 in C2 sekata v kon£no mnogo to£kah in ne
v njunih ogli²£ih in je p ena od prese£nih to£k, potem je tropska prese£na ve£kratnost
v tej to£ki enaka plo²£ini paralelograma, ki pripada p v dualni subdiviziji krivulje
C1 ∪ C2.
Vemo, da je plo²£ina paralelograma enaka dolºini vektorskega produkta vektorjev,
ki ga razpenjata. Ko smo govorili o dualnih subdivizijah in uravnoteºenih grah,
smo ugotovili, da za vsak rob obstaja enoli£no dolo£en celo²tevilski vektor, katerega
najve£ji skupni delitelj komponent je 1. e z w ozna£imo uteº roba in z v⃗ njegov
vektor, smo ugotovili, da je wv⃗ ena od stranic ve£kotnika, ki ogli²£u pripada v
dualni subdiviziji. Vemo, da bo prese£ni to£ki pripadal paralelogram, saj se tam
sekata dva robova in bodo zato pripadajo£e daljice paroma vzporedne. e se torej
v neki to£ki sekata dva robova, je plo²£ina paralelograma, ki temu ogli²£u pripada
v dualni subdiviziji, enaka ||w1v⃗1 × w2v⃗2||. Zgornjo denicijo lahko torej zapi²emo
malo druga£e.
Denicija 3.22. e se tropski krivulji C1 in C2 sekata v kon£no mnogo to£kah in ne
v njunih ogli²£ih in je p ena od prese£nih to£k, potem je tropska prese£na ve£kratnost
v tej to£ki enaka w1w2||v⃗1 × v⃗2||, kjer sta w1 in w2 uteºi robov, ki se tam sekata, in
v⃗1 ter v⃗2 taka celo²tevilska vektorja, da je najve£ji skupni delitelj koordinat vsakega
od njiju 1 in kaºeta vzdolº robov stran od prese£i²£a p.
Vektorja v⃗1 in v⃗2, ki smo ju dolo£ili mi, sicer ne kaºeta vzdolº roba stran od
prese£i²£a, ampak sta ravno za devetdeset stopinj zavrtena glede na vektorja iz
denicije. To pa ne vpliva na velikost njunega vektorskega produkta ||v⃗1 × v⃗2||.
Bézoutov izrek za tropske krivulje:
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Izrek 3.23 (B. Sturmfels [3, str. 10]). Vzemimo dve tropski krivulji stopenj d1 in d2,
ki se sekata v kon£no mnogo to£kah in ne v njunih ogli²£ih. Vsota tropskih prese£nih
ve£kratnosti v vseh njunih prese£nih to£kah je enaka d1d2.
Dokaz. Lotimo se primera dveh tropskih krivulj C1 in C2 stopenj d1 in d2, ki se
sekata v kon£no mnogo to£kah in ne v njunih ogli²£ih. Unija teh dveh krivulj
C1 ∪ C2 je zopet tropska algebrai£na krivulja. Stopnja krivulje C1 ∪ C2 je vsota
stopenj prvotnih krivulj (d1 + d2). Ogli²£a nove krivulje lahko lo£imo na dva dela
 ogli²£a, ki so pripadala prvotnima krivuljama, in ogli²£a, ki so prese£ne to£ke
prvotnih krivulj. Lokalno je nova krivulja okoli ogli²£, ki so prej pripadala eni od
prvotnih krivulj, enaka prvotni krivulji. V njih se seka enako ²tevilo robov in ti imajo
enake uteºi. Zato je tudi ve£kotnik, ki pripada temu ogli²£u v dualni subdiviziji nove
krivulje, enak ve£kotniku, ki je temu ogli²£u pripadal v stari dualni subdiviziji. Ker
ve£kotniki, ki pripadajo ogli²£em krivulje C1, tvorijo subdivizijo njenega trikotnika
∆d1 , je njihova skupna plo²£ina enaka
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. Analogno velja za ogli²£a druge krivulje.
Skupna plo²£ina ve£kotnikov, ki pripadajo tistim ogli²£em v novi krivulji C1 ∪ C2,







. Ogli²£a nove krivulje, ki niso
prej pripadala prvotnima krivuljama, pa so ravno prese£ne to£ke prvotnih krivulj.
Preostala plo²£ina dualne subdivizije nove krivulje torej pripada prese£nim to£kam.
















Plo²£ina, ki pripada prese£nim to£kam, je ravno enaka produktu stopenj prvotnih
krivulj. 
Slika 13. Unija krivulj (levo), ki ju dolo£ata tropski polinom iz pri-
mera 2.17 (vijoli£na) in P (x, y) = max(0, x − 4, y) (zelena), in njena
dualna subdivizija (desno).
Primer 3.24. Na sliki 13 vidimo presek krivulje druge stopnje iz primera 2.17 z neko
tropsko premico. Krivulji imata dve prese£i²£i. Na dualni subdiviziji smo ve£kotnik,
ki pripada premici, pobarvali z zeleno in ve£kotnike, ki pripadajo krivulji druge
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stopnje, z vijoli£no. Ve£kotnika, ki pripadata prese£nima to£kama, sta pobarvana
z rde£o barvo. V obeh prese£i²£ih je prese£na ve£kratnost enaka 1, saj je tolik²na
plo²£ina paralelogramov, ki jima pripadata. ♦
Na²o denicijo ºelimo posplo²iti, da bi izrek veljal tudi za krivulje, ki imajo skupne
robove ali pa se sekajo v ogli²£ih. V tem primeru eno od krivulj premaknemo za
neki tak majhen vektor, da se krivulji za£neta sekati le v kon£no mnogo to£kah in
ne v njunih ogli²£ih. Nato gledamo limite teh prese£i²£, ko vektor manj²amo proti
ni£, in dobimo to£ke, ki jih imenujemo stabilne prese£ne to£ke.
Denicija 3.25. e se dve tropski krivulji sekata v ogli²£ih ali imata skupne robove,
potem eno izmed krivulj premaknemo za εv⃗, kjer je ε majhno realno ²tevilo in v⃗
tak vektor, da je kvocient njegovih koordinat iracionalno ²tevilo. Stabilna prese£i²£a
dveh tropskih krivulj so limite prese£i²£ premaknjene krivulje z drugo tropsko kri-
vuljo, ko gre ε proti 0. Tropska prese£na ve£kratnost v stabilnih prese£i²£ih je enaka
vsoti prese£nih ve£kratnosti vseh to£k, ki konvergirajo proti stabilnemu prese£i²£u.
Vemo, da imajo ravnine v grafu tropskega polinoma normale oblike (i, j,−1), kjer
sta i in j koecienta pred x in y. Koecienta i in j sta nenegativni celi ²tevili. Vektor
premice, v kateri se dve taki ravnini sekata, bo dolo£en z vektorskim produktom
normal (i1, j1,−1) × (i2, j2,−1) = (−j1 + j2,−i2 + i1, i1j2 − j1i2). Projekcija tega
vektorja na ravnino je enaka (j2 − j1, i1 − i2) in dolo£a smer roba tropske krivulje.
Vidimo lahko, da ima projekcija tega vektorja celo²tevilske koordinate. Vektorja, ki
ima za kvocient koordinat iracionalno ²tevilo, pa z nobenim faktorjem ne moremo
spremeniti v takega s celo²tevilskimi koordinatami. e bomo eno od krivulj torej
premaknili za vektor v⃗, to ne bo v smeri robov, v katerih se ti dve krivulji prekrivata,
in se bosta po premiku sekali le v kon£no mnogo to£kah.
e sta imeli dve tropski krivulji skupen rob ali sta se sekali v ogli²£u, se bo stabilno
prese£i²£e, ki bo pripadalo temu preseku, nahajalo v ogli²£u ene od krivulj. e sta
se krivulji namre£ prekrivali v nekem robu, bomo eno od teh krivulj premaknili v
smeri, ki ni smer tega roba. To pomeni, da bo prese£i²£e teh dveh krivulj zdaj
leºalo na nekem drugem robu, ki ima z robom, v katerem sta se krivulji prekrivali,
skupno ogli²£e. Ko bomo vektor manj²ali, bo limita teh prese£nih to£k ravno to
ogli²£e tropske krivulje. Stabilna prese£i²£a ostalih prese£i²£ bodo enaka starim. e
uporabimo stabilna prese£i²£a, lahko umaknemo vse zahteve glede prese£nih to£k iz
Bézoutovega izreka za tropske krivulje.
Izrek 3.26 (B. Sturmfels [3, str. 11]). Vsota tropskih ve£kratnosti dveh tropskih
krivulj stopenj d1 in d2 v stabilnih prese£nih to£kah je to£no d1d2.
Primer 3.27. Na sliki 14 vidimo presek krivulje druge stopnje iz primera 2.20 s
tropsko premico, ki jo dolo£a polinom P (x, y) = max(0, x−1, y−2). Ti dve krivulji
imata skupen poltrak, ki smo ga obarvali z rde£o. Da lahko izra£unamo prese£no
ve£kratnost, moramo uporabiti stabilna prese£i²£a. e tropsko premico premaknemo
malo v desno, kot na sliki 15, vidimo, da se bosta krivulji sekali le v eni to£ki, ki
ima prese£no ve£kratnost enako 2. e premico premikamo nazaj proti prvotni legi,
bo ta prese£na to£ka konvergirala proti ogli²£u krivulje druge stopnje. To je torej
stabilno prese£i²£e, v katerem je prese£na ve£kratnost enaka 2. Na sliki 16 smo
premico premaknili malo v levo in dobili enak rezultat, ko smo jo premikali nazaj
proti prvotni legi. Pri tem primeru ni bilo treba uporabiti vektorja z iracionalnim




Slika 14. Unija krivulj, ki ju dolo£ata tropski polinom iz primera
2.20 (vijoli£na) in P (x, y) = max(0, x − 1, y − 2) (zelena). Prese£ni
poltrak je pobarvan rde£e.
Slika 15. Unija krivulj (levo), ki ju dolo£ata tropski polinom iz pri-
mera 2.20 (vijoli£na) in P (x, y) = max(0, x − 3
2
, y − 2) (zelena), in
njena dualna subdivizija (desno).







e ve£, z uporabo stabilnih prese£i²£ lahko deniramo tudi samoprese£i²£a tropske
krivulje  to so njena ogli²£a. e namre£ krivuljo podvojimo in dvojnik rahlo zama-
knemo, bodo limite prese£nih to£k, ko bomo zamaknjeno krivuljo premikali nazaj na
prvotno mesto, ravno njena ogli²£a. Bézoutov izrek za tropske krivulje smo dokazali
le za krivulje, ki imajo koeciente a0,0, ad,0 in a0,d razli£ne od −∞, velja pa tudi za
splo²ne tropske krivulje.
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Slika 16. Unija krivulj (levo), ki ju dolo£ata tropski polinom iz pri-
mera 2.20 (vijoli£na) in P (x, y) = max(0, x − 1
2
, y − 2) (zelena), in
njena dualna subdivizija (desno).
4. Povezava s preostalimi algebrai£nimi krivuljami
V tem razdelku bomo denirali preslikavo, ki bo, preko absolutne vrednosti in
logaritma, to£ke iz kompleksne ravnine slikala v realno. Kompleksne krivulje bo ta
preslikava slikala v t. i. amebe. Ogledali si bomo, kaj se zgodi, £e bazo logaritma te
preslikave manj²amo in po²ljemo proti ni£ ter ugotovili, da iz tega dobimo tropske
krivulje. Vpeljali bomo komutativen obseg Puiseuxovih vrst in ugotovili, da lahko
tudi krivulje, tvorjene nad tem obsegom, slikamo v tropske krivulje. Na koncu
razdelka bomo navedli osnovni izrek tropske algebrai£ne geometrije, ki nam podaja
povezavo med tropskimi in ostalimi algebrai£nimi krivuljami. V tem razdelku bomo
sledili [9, 2. in 3. poglavje] in [6, str. 15], pomagali pa si bomo tudi z [2, str. 912]
in [8, str. 36, 89].
4.1. Limite ameb. V tem poglavju si bomo ogledali povezavo med kompleksnimi
in tropskimi krivuljami. Denirali bomo dve preslikavi, ki krivulje iz (C∗)2 presli-
kata v realno ravnino. Sliki pravimo ameba krivulje. Prva preslikava slika to£ke iz
kompleksne krivulje preko absolutne vrednosti in naravnega logaritma.
Log : (C∗)2 → R2
(z1, z2) ↦→ (x, y) := (loge(|z1|), loge(|z2|))
Pri drugi preslikavi bomo bazo logaritma manj²ali in jo na koncu poslali proti 0. Da
se slika ne prezrcali, dodamo minus, saj je log(t) < 0 za t manj²e od 1.
Logt : (C∗)2 → R2







Primer 4.1. Na sliki 17 sta v programu Mathematica narisani amebi za navedeno
krivuljo. Na prvi sliki smo uporabili bazo logaritma e, na drugi pa bazo 1
100
. Ra-
£unalnik ºal ni uspel narisati vseh to£k  poltraka ameb se namre£ nadaljujeta v
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Slika 17. Amebi krivulje C = {(z1, z2) ∈ C2; z1 + z2 = 1}.
neskon£nost. Razlog za to je, da kompleksna krivulja vsebuje to£ke (1, 0), (0, 1) in
(z, 1 − z) za vsak z. Okolica prve to£ke se slika v okolico (0,−∞), okolica druge v
okolico (−∞, 0) in to£ke (z, 1− z) v okolico (∞,∞), ko gre |z| → ∞. Okolico to£ke















, saj so to re²itve ena£be za krivuljo,
katerih komponente imajo absolutno vrednost blizu 1, ki se z logaritmom slika v
0. ♦
Iz primera vidimo, da se to£ke, kjer kompleksna krivulja seka katero od koordina-
tnih osi ali pa imajo to£ke poljubno velike absolutne vrednosti komponent, slikajo
v poltrake ameb. Za primer na sliki 17 smo vzeli kompleksno krivuljo prve stopnje,
ki vsako koordinatno os seka enkrat. V splo²nem kompleksna krivulja stopnje d
seka vsako koordinatno os d-krat in zato domnevamo, da bo imela njena pripada-
jo£a ameba d poltrakov v smer navzdol in levo. e vzamemo za primer homogeno
krivuljo stopnje d, jo lahko z deljenjem spremenimo v ena£bo stopnje d z eno spre-
menljivko. Ta ena£ba ima d re²itev. Za vsako od re²itev lahko eno od spremenljivk
izrazimo z drugo, pripadajo£e to£ke pa bodo po absolutni vrednosti rasle v ∞. Zato
bi imela ameba take krivulje tudi d poltrakov v smer diagonalno navzgor.
Ko gre t → 0, gre log(t) → −∞ oz. − log(t) → ∞. Poltraki amebe se pri manj²i
bazi logaritma skr£ijo in v limiti dobimo dejanske poltrake ²irine 0. V limiti torej
pri primeru na sliki 17 dobimo tropsko premico z ogli²£em v izhodi²£u. Z absolutno
vrednostjo, logaritmom in limitiranjem smo kompleksno krivuljo preslikali v tropsko
krivuljo, oziroma ni£le kompleksnega polinoma dveh spremenljivk v ni£le tropskega
polinoma dveh spremenljivk. e bi vzeli kako drugo krivuljo prve stopnje, ni nujno,
da bi vsebovala to£ke okoli izhodi²£a. Ko pa manj²amo t, se za£ne tudi sredi²£e
amebe premikati proti izhodi²£u, saj se imenovalec to£k v sliki − log(t) ve£a in gre
proti ∞, torej se to£ke premikajo proti izhodi²£u.
Slika 18. Amebe krivulje C = {(z1, z2) ∈ C2; e3z1 + e2z2 = 1}.
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Primer 4.2. Na sliki 18 sta v programu Mathematica narisani amebi za navedeno
krivuljo. eprav to iz slike ni razvidno, se poltraki znova nadaljujejo v neskon£nost.
Vidimo lahko, da je faktor pred z-jema amebo premaknil iz izhodi²£a. Na prvi
sliki smo uporabili bazo logaritma e, na drugi pa bazo 1
300
. Krivulja vsebuje to£ke
(e−3, 0), (0, e−2) in (z, e−2 − ez) za vsak z. Okolica prve se pri bazi e slika v okolico
to£ke (−3,−∞), okolica druge v okolico to£ke (−∞,−2) in to£ke (z, e−2 − ez) v
okolico to£ke (∞,∞), ko gre |z| → ∞. Opazimo lahko, da se je ameba na drugi sliki
premaknila proti izhodi£u, ko smo vzeli manj²o bazo logaritma. e bazo logaritma
manj²amo pri isti krivulji, potem se za£ne ameba premikati proti izhodi²£u in v
limiti dobimo enako amebo kot pri prej²njem primeru, ker je log(t) po absolutni
vrednosti vedno ve£ji. Da bo center amebe ostal na istem mestu, ko manj²amo bazo
logaritma, moramo namesto ene krivulje slikati druºino krivulj Ct = {(z1, z2) ∈
C2; t−3z1 + t−2z2 = 1}. Ta druºina vsebuje to£ki (0, t2) in (t3, 0) za vsak t in okolice
teh dveh to£k se slikajo v okolice (−∞,−2) in (−3,−∞) pri vsakem t. Tretja slika
je ameba te druºine krivulj pri t = 1
3
. ♦
4.2. Komutativen obseg Puiseuxovih vrst. Pri amebah smo morali slikati cele
druºine kompleksnih krivulj, da se slika v limiti ni premaknila proti izhodi²£u, zato
se vpra²amo, £e obstaja tak algebrai£no zaprt obseg, da bi bila to le ena algebrai£na
krivulja nad tem obsegom. Najprej bomo denirali Puiseuxovo vrsto po [14].
Denicija 4.3. Puiseuxova vrsta je posplo²itev poten£ne vrste, ki za potence po-
leg pozitivnih celih ²tevil dovoljuje tudi negativna in racionalna ²tevila. Mnoºica
potenc je podmnoºica racionalnih ²tevil, ki je navzdol omejena, mnoºica njihovih
imenovalcev pa je kon£na. Spremenljivko ozna£imo s t.
Da bomo razumeli obliko Puiseuxovih vrst, si lahko najprej ogledamo primer.
Primer 4.4. Primer Puiseuxove vrste, v kateri smo spremenljivko ozna£ili s t. Naj-
manj²a potenca v tej vrsti je −3
2










7 + t17 + · · · ♦
Spodnji izrek bomo navedli brez dokaza. Pove nam, da je komutativen obseg
Puiseuxovih vrst nad C algebrai£no zaprt obseg s karakteristiko ni£, kar pomeni, da
lahko na njem tvorimo algebrai£ne krivulje.
Izrek 4.5 (Newton-Puiseux [5, str. 295]). e je K komutativen in algebrai£no za-
prt obseg s karakteristiko ni£, potem je komutativen obseg Puiseuxovih vrst nad K
algebrai£no zaprtje komutativnega obsega formalnih Laurentovih vrst nad K.
Polinom P (z1, z2) = t−3z1 + t−2z2 − 1 lahko zdaj gledamo kot polinom nad ko-
mutativnim obsegom Puiseuxovih vrst (P ∈ K[z1, z2], kjer je K komutativen obseg
Puiseuxovih vrst). Ena£ba t−3z1 + t−2z2 = 1, ki smo jo prej uporabili za druºino
kompleksnih krivulj, dolo£a eno algebrai£no krivuljo v komutativnem obsegu Puise-
uxovih vrst. Ko bomo t poslali proti 0, nam bo prav pri²la funkcija, ki jo imenujemo
vrednotenje.
Denicija 4.6. Za komutativen obseg K ozna£imo K∗ = K \ {0}. Vrednotenje je
funkcija
val : K∗ → R,
ki zado²£a pogojema
• val(ab) = val(a) + val(b),
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• val(a+ b) ≥ min(val(a), val(b)).
Opomba 4.7. Denicijo lahko raz²irimo ²e tako, da je val(a) = ∞, £e in samo £e
je a enak 0.
Vrednotenje za komutativen obseg Puiseuxovih vrst je funkcija, ki elementu iz
obsega priredi najniºjo potenco t, ki se pojavi v elementu.
Primer 4.8. Za vrsto v primeru 4.4 smo ºe napisali, da je najniºja potenca, ki v
vrsti nastopa, enaka −3
2
. Zato je vrednotenje te vrste enako
val(2t−
3






7 + t17 + · · · ) = −3
2
. ♦
Naslednja trditev nam bo pomagala pri uporabi vrednotenja.
Trditev 4.9. e je val(a) ̸= val(b), je val(a+ b) = min(val(a), val(b)).
Trditev o£itno velja za vrednotenje pri komutativnem obsegu Puiseuxovih vrst,
saj bo val(a+b) > min(val(a), val(b)), samo £e se bo £len z najniºjo potenco t uni£il,
kar pa pomeni, da bi morali biti vrednotenji a in b enaki.
Dokaz trditve 4.9. Ker je (1)2 = 1, je po deniciji val(1) + val(1) = val(1) in zato
val(1) = 0. Velja tudi (−1)2 = 1, zato je val(−1) + val(−1) = 0 ali val(−1) = 0. Za
vsak a bo torej val(−a) = val(−1) + val(a) = val(a). Privzemimo, da je val(a) ̸=
val(b). Brez ²kode za splo²nost lahko privzamemo, da velja val(b) > val(a). e
vzamemo val((a+ b)− b), bomo po deniciji dobili
val(a) = val(a+ b− b) ≥ min(val(a+ b), val(−b)) = min(val(a+ b), val(b))
Ker smo privzeli, da je val(b) > val(a), se zgornja neenakost mora poenostaviti v
val(a) ≥ val(a+ b).
Ker pa je po deniciji
val(a+ b) ≥ min(val(a), val(b)) = val(a),
mora veljati val(a+ b) = val(a) = min(val(a), val(b)). 
Opomba 4.10. Kot zanimivost lahko ²e opazimo, da je val(a−1) = − val(a) in zato
tudi val(ak) = k val(a) za vsak k iz Z.
Za majhne vrednosti t bo v Puiseuxovi vrsti prevladoval £len s t na najniºjo po-
tenco, ki je po deniciji enaka vrednotenju te vrste. Puiseuxova vrsta z bo oblike
z = aval(z)t
val(z) + · · · , £e £lene v vrsti uredimo nara²£ajo£e glede na potence. Na²o




⏐⏐aval(z)tval(z) + · · · ⏐⏐) ≈ logt (⏐⏐aval(z)tval(z)⏐⏐) = logt (⏐⏐aval(z)⏐⏐)+ val(z)
Ker velja
logt





lahko relacijo (1) za majhne t poenostavimo kar v
logt(|z|) ≈ val(z).
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Logaritmiranje in limitiranje t → 0 bomo zato zdruºili v naslednjo preslikavo, ki
bo krivulje nad Puiseuxovo vrsto slikala v zlimitirane amebe (minusi so tu z istim
razlogom kot prej, da se slika ne prezrcali).
Val : (K∗)2 → R2
(z1, z2) ↦→ (x, y) := (− val(z1),− val(z2))
Domnevamo, da bodo zaprtja slik te preslikave tropske krivulje. Zaprtje moramo
vzeti, ker so potence v Puiseuxovih vrstah racionalna ²tevila in je zato slika zgornje
preslikave vsebovana v Q2.
Primer 4.11. Kak²na je slika krivulje, dolo£ene z ena£bo t−3z1+t−2z2 = 1, ki smo jo
obravnavali prej? e na ena£bi uporabimo vrednotenje, dobimo val(t−3z1+ t−2z2) =
0. Dokazali smo, da je val(t−3z1+t−2z2) = min(val(t−3z1), val(t−2z2)), £e imata £lena
razli£ni vrednosti vrednotenja. Iz denicije vemo, da je val(t−3z1) = val(z1) − 3 in
val(t−2z2) = val(z2)− 2. Lo£imo torej tri primere.
e je
(2) val(z1)− 3 < val(z2)− 2,
potem je
val(t−3z1 + t
−2z2) = val(z1)− 3 = 0.
Torej je −x = val(z1) = 3. Iz neenakosti (2) dobimo val(z2) − 2 > 0 in tako
−y = val(z2) > 2. Torej je x = −3 za vse y < −2. Dobili smo poltrak navzdol.
e je
(3) val(z1)− 3 > val(z2)− 2,
potem je
val(t−3z1 + t
−2z2) = val(z2)− 2 = 0.
Torej je −y = val(z2) = 2. Iz neenakosti (3) pa dobimo ²e val(z1) − 3 > 0 in tako
−x = val(z1) > 3. Torej je y = −2 za vse x < −3. Dobili smo poltrak v levo smer.
e pa je
(4) val(z1)− 3 = val(z2)− 2,
mora tedaj veljati
val(t−3z1 + t
−2z2) ≥ min(val(t−3z1), val(t−2z2))
oziroma
0 ≥ min(val(t−3z1), val(t−2z2)) = val(z1)− 3.
Torej velja −x− 3 = −y − 2 oziroma y = x + 1 za x ≥ −3. Dobili smo diagonalen
poltrak.
Slika na²e krivulje je torej natanko tropska premica z ogli²£em v to£ki (−3,−2).
♦
Postopkoma, ki smo ju naredili v prej²njih korakih, ko smo kompleksne krivulje
in krivulje nad komutativnim obsegom Puiseuxovih vrst preslikali v njihove tropske
oblike oziroma v neke tropske krivulje, pravimo tropikalizacija algebrai£nih krivulj.
Enostavneje povedano, smo s preslikavo Logt in limitiranjem t v 0 preslikali ni£le
kompleksnih polinomov v ni£le nekih tropskih polinomov, ki jim pripadajo. Podobno
smo naredili z vrednotenjem pri krivuljah nad komutativnim obsegom Puiseuxovih
vrst. Izkaºe se, da preslikava preko vrednotenja preslika krivulje iz kateregakoli
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komutativnega in algebrai£no zaprtega obsega v tropske krivulje. Naslednji izrek se
imenuje tudi osnovni izrek tropske algebrai£ne geometrije.
Izrek 4.12 (M. Kapranov [6, str. 4]). K je komutativen in algebrai£no zaprt ob-
seg z netrivialnim vrednotenjem. Naj bo algebrai£na krivulja Cp podana z ena£bo
p(z1, z2) = 0, kjer je le kon£no mnogo koecientov ai,j v p razli£nih od 0
Cp ⊂ K2, Cp =
{










Tropska krivulja, ki jo dobimo, £e tropikaliziramo Cp, je dolo£ena s tropskim polino-
mom g
g(x, y) := max
{
ix+ jy − val(ai,j); za vse (i, j) ∈ N2, kjer ai,j ̸= 0
}
.
Izreka ne bomo dokazali, bomo pa pokazali, da je tropska krivulja, ki jo dobimo,
£e tropikaliziramo Cp, vsebovana v mnoºici, na kateri so maksimumi zavzeti v vsaj
dveh £lenih hkrati v tropskem polinomu g. e na ena£bi p(z1, z2) = 0 uporabimo








= ∞. Vrednosti vrednotenja posa-





2) = val(ai,j) + i val(z1) + j val(z2).
Dokazali smo, da bo, £e imajo £leni razli£ne vrednosti vrednotenja, vrednotenje
njihove vsote enaka minimalnemu vrednotenju £lenov, kar pa ne bo enako ∞, £e je
vsaj eden od £lenov razli£en od 0:
min
i,j
(val(ai,j) + i val(z1) + j val(z2)) ̸= ∞.
Zato bosta morala imeti vsaj dva £lena v vsoti enako vrednost vrednotenja, da bo
enakost lahko veljala. Ni pa dovolj, da imata katerakoli dva £lena v vsoti enako
vrednost vrednotenja, da bi bilo vrednotenje njihove vsote ve£je od minimalnega
vrednotenja £lenov v vsoti. e imamo npr. vrednotenje vsote n £lenov od a1 do
an in je vrednost vrednotenja prvega £lena manj²a od vrednosti vrednotenja ostalih
£lenov (val(a1) < val(ai) za vse i ̸= 1), potem velja
val(a2 + · · ·+ an) ≥ min(val(a2), . . . , val(an)) > val(a1)
in je zato vrednotenje celotne vsote enako
val(a1 + a2 + · · ·+ an) = min(val(a1), val(a2 + · · ·+ an)) = val(a1).
Da bo vrednotenje vsote ve£je od minimalnega vrednotenja £lenov v vsoti, morata
imeta vsaj dva £lena enako minimalno vrednost vrednotenja. To pomeni, da mora
biti minimum mini,j(val(ai,j)+ i val(z1)+ j val(z2)) zavzet v vsaj dveh £lenih hkrati.
Z nekaj ra£uni lahko ugotovimo, da je to ekvivalentno temu, da bo maksimum v
zgoraj navedenem tropskem polinomu g zavzet v vsaj dveh £lenih hkrati
g(x, y) :=min(val(ai,j) + i val(z1) + j val(z2))
=max(− val(ai,j)− i val(z1)− j val(z2))
=max(ix+ jy − val(ai,j)).
Ker je minimum po elementih enak maksimumu po njihovih nasprotnih elementih in
£e predpostavimo enakosti x = − val(z1) in y = − val(z2), pridemo do funkcije g iz
izreka. Maksimum torej mora biti zavzet vsaj dvakrat, da bo enakost lahko re²ljiva
in ta to£ka v tropski krivulji. Tropska krivulja je torej vsebovana v mnoºici, na kateri
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so maksimumi zavzeti vsaj dvakrat. Obratne vsebovanosti ne bomo dokazovali, a
tudi drºi. Zato sta mnoºici enaki.
Da morata imeti vsaj dva £lena enako vrednotenje, bi si lahko razloºili tudi tako,
da se morajo za enakost p(z1, z2) = 0 £leni z najmanj²imi vrednostmi vrednotenja
uni£iti, kar pomeni, da se morajo pojaviti vsaj dvakrat. To pa pomeni, da morata
imeti vsaj dva £lena v vsoti najmanj²o vrednost vrednotenja.
Opomba 4.13. Obstaja posplo²itev zgornjega izreka ([9, str. 99]). Tropske krivulje
so algebrai£ne raznoterosti z razseºnostjo 1, ker so dolo£ene kot mnoºica ni£el enega
polinoma dveh spremenljivk. Algebrai£ne raznoterosti vi²jih razseºnosti so dolo£ene
kot mnoºica re²itev nekega sistema polinomskih ena£b ve£ spremenljivk. e imamo
algebrai£no zaprt obsegK z netrivialnim vrednotenjem, je tropikalizacija algebrai£ne
raznoterosti Y iz (K∗)n enaka
trop(Y ) = cl(val(Y )) = cl((val(y1), . . . , val(yn)) | y = (y1, . . . , yn) ∈ Y ),
kjer cl pomeni zaprtje v obi£ajni evklidski topologiji na Rn.
Slovar strokovnih izrazov
algebraic variety algebrai£na raznoterost (varieteta)  mnoºica re²itev sistema
polinomskih ena£b (po [10])
balancing condition pogoj ravnoteºja
cone stoºec
convex hull ∼ of a set of points konveksna ogrinja£a (lupina)  najmanj²a
konveksna mnoºica, ki vsebuje dano mnoºico.
corner locus mnoºica to£k, ki tvorijo kot objekta (to£ke neodvedljivosti)
dierentiable diferenciabilno/odvedljivo
intersection prese£i²£e
locus mnoºica to£k, katerih poloºaj zado²£a podanim pogojem (po [12])
piecewise linear curve odsekoma linearna krivulja
semiring polkolobar  algebrai£na struktura, ki zado²£a vsem pogojem za kolobar
razen pogoju o nasprotni vrednosti (inverzu za se²tevanje) (po [15])
subdivision subdivizija/razdelitev
tropicalization tropikalizacija  pretvorba polinoma v tropski polinom
valuation vrednotenje  funkcija, ki meri velikost ali ²tevilo elementov v komuta-
tivnem obsegu (po [16])
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